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Technická univerzita v Liberci
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Byl jsem seznámen s t́ım, že na mou disertačńı práci se plně vztahuje zákon č. 121/2000
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Anotace
Růst produktivity výroby vyžaduje stále vyšš́ı výkony, na které se muśı dimenzovat i roz-
vodny velkých trojfázových proud̊u. Vysoké proudy však vyžaduj́ı rozměrné vodiče umı́stěné
bĺızko sebe, které se navzájem ovlivňuj́ı i při ńızkých frekvenćıch proud̊u. Je to předevš́ım
nerovnoměrné rozložeńı proudu ve vodiči zp̊usobené jednak vlastńım proudem (skinefekt),
jednak proudy v sousedńıch vodič́ıch (v́ı̌rivé proudy). Teoretickým i experimentálńım stu-
diem tohoto jevu se zabývá tato práce.
V teoretické oblasti jsme odvodili přibližný vztah pro skinefekt v prakticky už́ıvaném
vodiči pravoúhlého pr̊uřezu. Nedávno byl publikován poněkud jiný vztah. Správnost tohoto
vztahu porovnáváme s naš́ım př́ıstupem. Dále jsme vypracovali metodu pro rychlý výpočet
vněǰśıho magnetického pole, které se jev́ı jako jediná možnost ověřeńı vztahu pro proudovou
hustotu ve vodiči. Tato metoda kombinuje analytický vztah a numerickou integraci. Lze ji
s úspěchem použ́ıt na studium vlivu skinefektu, ale selhává při započ́ıtáváńı vlivu v́ı̌rivých
proud̊u. Pro tuto kompletńı dynamickou úlohu jsme orientačně aplikovali metodu konečných
prvk̊u v systému COMSOL Multiphysics.
Ćılem experimentu bylo předevš́ım ověřit vztahy pro skinefekt. Realizovali jsme plně
automatizované dynamické měřeńı všech veličin, zejména vektor̊u magnetického pole, v sou-
stavě tři masivńıch vodič̊u pravoúhlého pr̊uřezu. Prokázali jsme točivé magnetické pole v
okoĺı vodič̊u. S ćılem omezit vliv v́ı̌rivých proud̊u byl ve většině experiment̊u v tř́ıfázové sou-
stavě vodič̊u buzen pouze středńı vodič. Volbou počátečńı fáze v experimentálńıch datech
pak bylo možné odděleně sledovat př́ıspěvek od v́ı̌rivých proud̊u a skinefektu. Rovněž bylo
měřeno elektrické napět́ı na povrchu vodiče s ćılem ověřit předpoklad konstantńıho povr-
chového proudu. Byly jsme však limitováńı citlivost́ı a přesnost́ı měř́ıćıch př́ıstroj̊u. Takto se
ale podařilo experimentálně prokázat nár̊ust odporu vodiče s rostoućı frekvenćı, stejně jako
nár̊ust fázového posuvu mezi proudem a napět́ım, který se v literatuře obvykle neuvád́ı.
Vypočtené a naměřené magnetické pole dobře souhlasily pro ńızké frekvence, kdy je
vliv v́ı̌rivých proud̊u malý. Vliv skinefektu se nepodařilo jednoznačně prokázat z d̊uvodu
experimentálńıch chyb. Při nejvyšš́ı frekvenci 1200 Hz teče vodičem malý proud a magnetické
pole je slabé. Je to však jen technický problém a již je znám zp̊usob, jak tento proud zvýšit.
Započteńım vlivu v́ı̌rivých proud̊u správnou aplikaćı softwaru pro metodu konečných prvk̊u
lze dosáhnou dobrého souhlasu s experimentem u všech frekvenćı ve tř́ıfázové soustavě.
X OBSAH
Abstract
Industry productivity growth requires even more and more electrical energy. It implica-
tes a need of adequate designed three-phase high current distribution nets. However, high
currents require large dimension conductor lines located close to each other that influence
themselves even at low current frequencies. High current interaction results in non-uniform
distribution of current in conductor line caused by its own current (skin effect) and currents
in closely located conductors (eddy currents). Present work deals with theoretical and ex-
perimental study of this phenomenon.
Theoretical part derived an approximate formula for skin effect in practical conductor
of rectangular cross section. Recently, a different formula was published and we compare
its correctness with the results of our study. We developed a method of fast calculation of
the external magnetic field, which seems to be the only possibility to verify the formula
for current density in a conductor. Our method combines analytic form and numerical
integration. It can be successfully used to determine the influence of skin effect, but it
fails when the effect of eddy currents is non negligible. To examine complete impact of
this dynamic effect we tried to apply the finite element method in COMSOL Multiphysics
system.
The aim of the experiment was primarily to verify the formulas of skin effect. We carried
out a fully automated dynamic measurement of all variables, especially magnetic field vectors
in a system of three large conductor of rectangular shape. We proved a rotating magnetic
field around the conductors. Only middle conductor was excited in order to reduce the
influence of eddy currents in most experiments in the three-phase conductor system. The
contribution of eddy currents and skin effect could be monitored independently through
selection of initial current phase in the experimental data. Conductor surface voltage was
measured to verify the assumption of constant surface current. However, we were limited
by insufficient sensitivity and accuracy of measuring devices. We have been able to experi-
mentally demonstrate an increase in conductor resistance linked with frequency increase and
also phase shift between current and voltage, which is not mentioned in related publications.
The calculated and measured magnetic field values correlated well under low frequen-
cies, where the influence of eddy currents is small. Impact of skin effect was not clearly
demonstrated due to experimental error. An experimental limitation allows us to use only
low current values at high frequencies (1200 Hz) that produce low magnetic field. This is
just a technical problem and already a method to increase the current is already known.
By correct application of finite element method software we expect the achievement of a
good agreement with experimental values at all frequencies in the three-phase system.By
correct application of finite element method software and taking in account the impact of
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2.2 Dnešńı trendy výroby rozvodných systémů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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3.8.3 Magnetické pole tř́ı fázové soustavy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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4.1.2 Blokové schéma aparatury . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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tyče . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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7.4.2 Časový pr̊uběh svislé složky magnetické indukce při frekvenci 1200 Hz . . 96
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1200 Hz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
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nad vodičem při frekvenci 1200 Hz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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Seznam tabulek
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~i Proudová hustota Am2
~iv Vı́̌rivé proudy Am
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~n Normálový vektor −
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R1, 2, 3 Rozd́ıl polohových vektor̊u m
γ Vodivost Sm−1
T Perioda s





















XX SYMBOLY A ZKRATKY
USB Universal serial bus
LAN Local area network
GPIB General purpose interface bus
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MKP Metoda konečných prvk̊u
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Disertačńı práce vycháźı ze současného stavu poznáńı v oblast́ı povrchových jev̊u v elek-
tromagnetizmu a d̊usledně přihĺıž́ı k technickým požadavk̊um praxe. Z hlediska rozvoje
všeobecného poznáńı jde předevš́ım o systematické studium povrchových jev̊u ve vodič́ıch
složitěǰśıho pr̊uřezu, k němuž patř́ı i pravoúhlý profil. Z hlediska praxe to jsou problémy,
které vznikaj́ı v ńızkonapět’ových rozvodnách při vysokých proudových zat́ıžeńıch:
• Jedńım z problémů je nerovnoměrné rozložeńı proudu ve vodiči. Povrchový jev má za
následek nadměrné zahř́ıváńı povrchu. Proto je nutné tyto sběrnice chladit.
• Daľśım problémem je volba profilu vodič̊u. Z ekonomických d̊uvod̊u se hledaj́ı op-
timálńı profily tak, tak aby docházelo k maximálńımu využit́ı mědi a přitom umožnily
snadnou a rychlou montáž. Bohužel se už nebere takový ohled na vedleǰśı jevy, které
t́ımto př́ıstupem vznikaj́ı.
• Málo se berou při konstrukci v úvahu přechodné jevy při zaṕınáńı a vyṕınáńı velkých
výkon̊u, nebo při havarijńım stavu. Pak mohou krátkodobě téci proudy mnohonásobně
převyšuj́ıćı ustálený stav, na který je rozvodna navržena. Tyto proudy vyvolaj́ı silné
pulsńı magnetické pole, které může vést ke značným nárazovým silám mezi vodiči.
Na základě požadavk̊u můžeme formulovat ćıle disertačńı práce
• V oblasti teorie se jedná zejména o toto:
– Nalézt komplexńı řešeńı rovnic pro povrchové jevy ve velmi jednoduchých pros-
třed́ıch. Komplexńım řešeńım se rozumı́ źıskat nejen pr̊uběh proudové hustoty,
ale i buzeného magnetického či elektrického pole.
– Pokusit se nalézt přibližné analytické řešeńı rovnic pro skinefekt ve vodiči s
pravoúhlým profilem.
– Protože veličiny, zejména proudová hustota, v předchoźıch dvou bodech jsou vy-
počteny uvnitř vodiče, nelze je měřit. Relativně snadno lze však měřit vněǰśı
magnetické pole. Proto je nutno formulovat vztahy pro jeho výpočet na základě
rozložeńı proudové hustoty uvnitř vodiče. Pro urychleńı výpočtu by tyto vztahy,
nebo alespoň jejich část, měly být analytické.
• V oblasti experimentu jde zejména o ověřeńı teoretických výsledk̊u a źıskáńı základńıch
poznatk̊u o experimentálńım modelu trojfázové rozvodny. Předevš́ım jde o tato základ-
ńı měřeńı:
– Zprovoznit existuj́ıćı aparaturu tak, aby bylo možno provádět komplexńı auto-
matizovaná měřeńı. Komplexńım měřeńım se rozumı́ měřeńı všech významných
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obvodových veličin v časové oblasti. Měřeńı v časové oblasti vyžaduje plnou au-
tomatizaci, jak z hlediska podnětu, tak zejména z hlediska odezvy.
– Měřeńı indukce vněǰśıho magnetického pole, které umožńı ověřit teoretický vý-
počet rozložeńı proudové hustoty ve vodiči.
– Měřeńı napět́ı na povrchu vodič̊u s ćılem źıskat představu o jeho rozložeńı.
• Z hlediska výpočt̊u se práce soustřed́ı na tyto oblasti:
– Základńı zpracováńı výstupńıch dat s ćılem jejich synchronizace a źıskáńı věro-
hodných údaj̊u.
– Výpočet všech parametr̊u povrchového jevu popsaného přesnými nebo přibližnými
analytickým vztahy.
– Výpočet magnetického pole v okoĺı vodič̊u analyticky nebo numerickou integraćı.
– Simulace modelu použit́ım metody konečných prvk̊u pro ty př́ıpady, kdy nume-
rické integrace nelze použ́ıt.
• Z hlediska aplikace výsledk̊u
– Výpočtem źıskané výsledky z matematického modelu budou porovnávány s ex-
perimentálńımi výsledky.




Současná tendence v technice je zvyšovat výkon a snižovat rozměry. To plat́ı i pro oblast
rozvoden elektrické energie. Zvyšováńı výkonu si vynucuje rostoućı produktivita práce a
použ́ıváńı některých nových či ekologických technologíı. Snižováńı rozměr̊u jde ruku v ruce
s požadavkem úspor, v našem př́ıpadě drahé mědi. Obě tyto skutečnosti a některé daľśı
vedou k problémům, které je nutno studovat a na základě výsledk̊u studia přij́ımat vhodná
opatřeńı.
Při řešeńı problémů trojfázových rozvoden s vysokými proudy je nutno se předevš́ım
zabývat otázku vzájemné elektromagnetické interakce vodič̊u. Vodiči se přenáš́ı velký proud,
maj́ı tedy poměrně velký pr̊uřez. I při technických frekvenćıch se může uplatnit skinefekt.
Jelikož vodiče trojfázové soustavy jsou nav́ıc bĺızko sebe (s ćılem úspor), lze očekávat, že
se v nich indukuj́ı silné v́ı̌rivé proudy. Oba jevy, ale zejména v́ı̌rivé proudy, vedou k nerov-
noměrnému rozložeńı proudu ve vodič́ıch, proud je vytlačován k povrchu. To může zp̊usobit
přehř́ıváńı povrchových část́ı vodič̊u.
Silné proudy vyvolávaj́ı silné magnetické pole, takže mezi bĺızko umı́stěnými vodiči
mohou vznikat značné vzájemné śıly. Tyto śıly mohou překročit únosnou mez v př́ıpadě
přechodných jev̊u. K nim docháźı např. při zaṕınáńı a vyṕınáńı velkých spotřebič̊u nebo při
havaríıch. V těchto př́ıpadech tečou několikanásobně vyšš́ı proudy než v ustáleném stavu.
Respektovat skinefekt a v́ı̌rivé proudy je kĺıčovým úkolem, jehož řešeńı umožńı analýzu
návrhu či realizace rozvodny. Tyto jevy by se měly vźıt v úvahu zejména při návrhu rozvodny.
Při tom jde o poměrně složité jevy v reálném systému. S ohledem na jejich d̊uležitost,
oba tyto jevy by se měly studovat teoreticky a experimentálně ověřit. V této úvodńı části
nast́ıńıme, co se již udělalo ve světě, s jakými rozvodnami se setkáváme a co je třeba v jejich
problematice ještě dořešit.
2.1 Současný stav
Problematika v́ı̌rivých proud̊u v obecné poloze je elektromagnetismu známa v podstatě
již od vzniku teorie elektromagnetického pole [4], [5]. V r̊uzném rozsahu se objevuje i v
dnešńıch monografíıch v češtině [1], [2]. Obdobně je tomu i v nejnověǰśıch ciźıch mono-
grafíıch, např. [3]. V technicky zaměřených monografíıch, např. [1], je zejména skinefektu
věnována přiměřená část. Podrobněǰśı analytické řešeńı se pochopitelně omezuje jen na nej-
jednodušš́ı př́ıpad, harmonický proud ve vrstvě, který je v technické praxi splnitelný jen
velmi přibližně. Daľśı analytické řešeńı je vodič kruhového pr̊uřezu, zde se však použ́ıvaj́ı
méně známé Besselovy funkce, i když např. v MATLABu se s nimi dá pracovat stejně jako
s elementárńımi funkcemi.
Existuj́ı i speciálńı monografie zaměřené na tyto jevy. V češtině to je již starš́ı teoretická
kniha [7], která je však zaměřena sṕı̌se do oblasti mikrovln. Kniha v angličtině ze stejného
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obdob́ı [6] je rovněž teoretická, i když je v ńı načrtnut pr̊uběh skinefektu v trojfázové roz-
vodné soustavě. Jelikož v té době byly numerické výpočty velmi náročné, kvantitativńıch
informaćı je v ńı málo.
Publikace v časopisech, zejména z posledńıho obdob́ı, jsme vyhledávali pomoćı prohĺıžeč̊u
odborné literatury na internetu. I když jsme se snažili použ́ıt univerzálńı kĺıčová slova ve
velkém logickém rozmeźı, výsledk̊u vyhledáváńı bylo poměrně málo. Dále se o nich stručně
zmı́ńıme.
Informace zjǐstěné v nověǰśı časopisecké literatuře se obvykle týkaj́ı řešeńı technických
problémů s v́ı̌rivými proudy, př́ıpadný výpočet je spojen s výpočtem integrálńıch vztah̊u
nebo použit́ım metody konečných prvk̊u. Lze je rozdělit do tř́ı (nikoli disjunktńıch) oblast́ı:
Kontrola rozvodny ([12], [13]), redukce vlivu v́ı̌rivých proud̊u na oteplováńı vodivých objekt̊u
([14], [16], [17] [18]) nebo naopak jejich efektivńı využit́ı v pećıch [19]. Čátečně se použ́ıvaj́ı
integrálńı vztahy, částečně diferenciálńı rovnice vedoućı k aplikaci metody konečných prvk̊u.
Převážně experimentálńı práce [12] se týká trojfázové rozvodny použ́ıvaj́ıćı plochých
vodič̊u umı́stěných bĺızko sebe. Konečné řešeńı je v publikaci [13]. Jelikož se jedná o napět́ı
řádu kV a proudy tiśıc̊u ampér, mı́sto standardńıch proudových transformátor̊u se navr-
huje použit́ı optických transformátor̊u proudu. Ty v principu měř́ı indukci magnetického
pole prostřednictv́ım magnetooptického jevu a z jej́ı velikosti určuj́ı bud́ıćı proud. Mohou
být jak v objemovém, tak tenkovrstvém provedeńı. Hlavńım problémem, který zkresluje
měřeńı, jsou v́ı̌rivé proudy. Uvažuje se několik možnost́ı uspořádáńı magnetooptického sen-
zoru (volný, v mezeře magnetického obvodu a pod st́ıńıćım magnetickým krytem). Provád́ı
se pak kvalitativńı rozbor, které řešeńı nejv́ıce omeźı v́ı̌rivé proudy. Nebudeme přecházet do
podrobnost́ı, v závěru se uvád́ı, že optimálńım řešeńım je dvojnásobné st́ıněńı.
Vliv v́ı̌rivých proud̊u na otepleńı pravoúhlé tyče se uvažuje v pr̊ukopnické práci [14].
Uvažuje se dopadaj́ıćı časově proměnné magnetické vlny na nekonečný nemagnetický vodič
pravoúhlého pr̊uřezu. Výsledkem jsou integrálńı vztahy pro výpočet výkonových ztrát s
ćılem je sńıžit. Naopak práce [15] se zabývá indukčńım ohřevem, tedy využit́ım v́ı̌rivých
proud̊u ve velice speciálńı problematice supravodivosti. Ohřevem vlivem v́ı̌rivých proud̊u se
zabývá též práce [16]. Zde se jedná o vznik v́ı̌rivých proud̊u ve stěně nádoby transformátoru
v rozvodně, pokud jsou dráty s velkým proudem vedeny bĺızko ńı. Při řešeńı se opět použ́ıvá
integrálńıho př́ıstupu.
Analytické vztahy pro ohřev hlińıkové desky nekonečné plochy a konečné či nekonečné
tloušt’ky, v jej́ıž bĺızkosti jsou vodiče přenášej́ıćı silný proud, je v práci [17]. V tomto jed-
noduchém př́ıpadě jsou odvozeny analytické vztahy pro elektromagnetické veličiny z Ma-
xwellových rovnic a okrajových podmı́nek. Ze źıskaných složitých vztah̊u lze vypoč́ıst ztráty.
Kromě integrálńı formulace se využ́ıvá i formulace diferenciálńı. Výpočtem ztrát v́ı̌rivými
proudy ve výkonových transformátorech se zabývá práce [18]. K výpočtu rozložeńı elektro-
magnetických veličin a ztrátového výkonu použ́ıvá metodu konečných prvk̊u. Aplikaćı me-
tody konečných prvk̊u na rozložeńı elekromagnetických veličin v obloukové peci se zabývá
poměrně stará práce [19]. Diskuse správné aplikace metody konečných prvk̊u a r̊uzné mo-
žnosti formulace základńıch parametr̊u úlohy pro v́ı̌rivé proudy a skinefekt je smyslem práce
[11].
Pokud jde o přibližné analytické řešeńı skinefektu ve vodiči poněkud speciálńıho pr̊uřezu,
kterým je již pravoúhlý pr̊uřez, jsou informace v literatuře sporadické. V češtině to je
předevš́ım článek [8], který podrobně popisuje skinefekt a dává kvalitńı podklady pro nu-
merické řešeńı. Pro tuto práci však byla kĺıčová nedávná publikace [9], kde se vycháźı z
řešeńı dvou jednorozměrných parciálńıch diferenciálńıch rovnic1 pro dvě souřadné osy a
jako řešeńı př́ıslušné dvourozměrné diferenciálńı rovnice se použije jejich součin. O tomto
př́ıstupu, který je velmi podobný našemu řešeńı, se podrobněji zmı́ńıme ještě později jak v
1Jednorozměrná parciálńı diferenciálńı rovnice obsahuje druhou derivaci podle souřadnice a času.
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teoretické části, tak v popisu experimentu a nakonec v diskusi.
Málo pozornosti bylo věnováno popisu a výpočtu magnetického pole v okoĺı trojfázových
vodič̊u. Jediná práce v této oblasti [20] se zabývá speciálńım př́ıpadem magnetického pole tř́ı
kruhových trojfázových vodič̊u s kruhovým st́ıněńım. Uvád́ı analytické výrazy bez výpočt̊u.
Z tohoto přehledu literatury, který možná neńı úplný, ale asi jej lze považovat za repre-
zentativńı, vyplývá, že teoretické studium povrchových jev̊u v elektromagnetismu se omezuje
jen na nejjednodušš́ı př́ıpady, zpravidla uváděné v učebnićıch. Ve složitěǰśıch př́ıpadech, ke
kterým patř́ı již i vodič s pravoúhlým profilem, je nutno použ́ıt přibližné, obvykle numerické,
řešeńı. V literatuře se vycháźı ze dvou tvar̊u rovnic elektromagnetického pole. Každý z nich
popisuje tutéž realitu, jen v jiné formě. Ve studované literatuře byly zastoupeny přibližně
stejně. Jeden z nich je integrálńı forma a druhý je forma diferenciálńı2.
Obě formulace nakonec vedou k numerickému řešeńı. Integrálńı forma vede na numeric-
kou integraci. Diferenciálńı forma je základem relativně nové zato velmi populárńı metody
konečných prvk̊u. Ještě jen připomeneme, že každá z formulaćı je modelem skutečné reality,
který respektuje výrazné rysy studovaného systému.
2.2 Dnešńı trendy výroby rozvodných systémů
Po teoretickém přehledu současného stavu se nyńı zmı́ńıme o praktické realizaci rozvoden.
Kromě technických parametr̊u a konstrukčńıho řešeńı se soustřed́ıme na to, jak konstruktéři
při jejich realizaci respektuj́ı teoretické požadavky uvedené výše.
V dnešńı době se pro sběrnicové systémy využ́ıvaj́ı dva materiály a to měd’ nebo hlińık.
Tyto vodiče maj́ı r̊uzné vlastnosti a charakteristiky. Předevš́ım měd’ je hojně použ́ıvána. Je-
diným negativńım faktorem je jej́ı hmotnost, na rozd́ıl od hlińıku. Dobrá elektrická vodivost
mědi dovoluje zmenšováńı rozměr̊u vodič̊u.
S nár̊ustem výkon̊u elektrárenských blok̊u nar̊ustá i přenášený výkon rozvoden. Při řešeńı
praktických projekt̊u, ve kterých jsme se zabývali nelinearitami naš́ı napájećı soustavy, nás
zaujala technologie výroby rozvaděč̊u. Projektanti při návrhu rozvoden ńızkého napět́ı ve
většině př́ıpad̊u využ́ıvaj́ı modulárńıch stavebnicových systémů.
Proud je přenášen měděnými vodiči r̊uzných tvar̊u. Nejčastěji se však setkáme s obdél-
ńıkovým pr̊uřezem. Vodiče jsou uchyceny v držáćıch z plast̊u, vyztužených skelnými vlákny.
Rozměry měděných pás̊u dosahuj́ı výšky např. 100 mm až 120 mm. Tloušt’ka (š́ı̌rka) pásu je
obvykle 10 mm. Např́ıklad pro proud 3260 A (při otepleńı3 ∆T = 30 K) muśı být instalovány
tři měděné obdélńıkové pásy (100 x 10 mm) na každé fázi. Na otepleńı má vliv vzájemná
poloha vodič̊u v rozvaděči, podmı́nky pro prouděńı chlad́ıćıho vzduchu, vlastńı profil vodiče
a celkové uspořádáńı tř́ıfázové sběrnice. Konstruktéři všechny tyto vlivy muśı zohlednit
při návrhu napájećıch systémů a proto je pochopitelné, proč nepřikládaj́ı zvláštńı význam
povrchovému jevu. Na základě jednoduchých př́ıklad̊u jsme si ověřili, že povrchový jev by
mohl zhoršovat ztráty při přenosu elektrické energie.
U výrobc̊u, kteř́ı vyráběj́ı vysokonapět’ové rozvodné systémy, jsme si ověřili, že nezo-
hledňuj́ı vliv v́ı̌rivých proud̊u. Koncepci uspořádáńı a tvary vodič̊u voĺı tak, aby montáž
byla velice rychlá. Uvedeme zde dvě firmy, které se zabývaj́ı výrobou ńızkonapět’ových roz-
vaděč̊u, a to firmu Rital a Erico.
Firma Erico nab́ıźı modulárńı systémy do proudového zat́ıžeńı 7200 A. Při takto vy-
sokých proudech je již ohřev vodič̊u tak velký, že každá fáze se muśı skládat ze 3 vodič̊u
kv̊uli lepš́ımu chlazeńı. Rovněž se zde t́ımto zp̊usobem i mı́rně kompenzuje vliv v́ı̌rivých
2Obvykle se Maxwellovy rovnice uváděj́ı v diferenciálńı formě, která se považuje za jejich jedinou pre-
zentaci. Integrálńı tvar se v učebnićıch použ́ıvá k odvozeńı diferenciálńı formy. Ve skutečnosti jsou obě
formulace ekvivalentńı.
3Teplotńı rozd́ıl uvád́ıme v Kelvinech, jak je tomu zvykem ve fyzice. Výraz ∆t = 30◦C neńı bez vady.
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proud̊u. Dále firma dodává k propojováńı jednotlivých d́ıl̊u flexibilńı vodiče kv̊uli snadnému
propojeńı. Pro maximálńı zat́ıžeńı je pr̊uřez jednoho pásku 200x10 mm a vzdálenost od
střed̊u fáźı je 110 mm. Na následuj́ıćım obrázku 2.2.1 se můžeme pod́ıvat na řešeńı včetně
možnost́ı uspořádáńı vodič̊u firmy Erico.
Obrázek 2.2.1: Rozvodný systém firmy Erico
Firma RITTAL nab́ıźı sběrnice až do proudového zat́ıžeńı 5500 A. Tato firma voĺı
speciálńı pr̊uřezy s ćılem dodržet kompaktńı konstrukci a zajistit snadnou montáž rozvo-
den bez nutnosti daľśıho mechanického opracováńı. Tyto speciálně volené profily neberou v
úvahu vliv skinefektu a v́ı̌rivývh proud̊u. Na následuj́ıćım obrázku 2.2.2 se můžeme pod́ıvat
na řešeńı včetně možnost́ı uspořádáńı vodič̊u firmy Rittal.
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Obrázek 2.2.2: Rozvodný systém firmy Rittal
2.3 Obsah a forma disertačńı práce
Obsah disertačńı práce vycháźı z výše formulovaných ćıl̊u. Členěńı je typické pro současnou
experimentálńı práci. Za úvodem následuje teorie, pak popis experimentu, nast́ıněńı výpočt̊u
a simulaćı. Důležitou část́ı práce jsou významné dosažené výsledky. Dosažené výsledky jsou
kriticky zhodnoceny v diskusi, celkový př́ınos práce je tématem pro závěr.
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Nebudeme zde podrobně rozepisovat obsah kapitol, ale zmı́ńıme se o formě práce. Práce
je napsána v typografickém systému TeX z d̊uvodu snadného psańı velkého počtu složitých
matematických vztah̊u. Slabinou tohoto sytému jsou obrázky. Tvoř́ı plovoućı prostřed́ı, což
při větš́ım počtu obrázk̊u znamená, že se automaticky umist’uj́ı na daľśı stránky. Prakticky
to lze změnit jen velmi obt́ıžně. Bohužel, to ztěžuje jejich prohĺıžeńı.
Obrázky mohou být jen ve formátu eps. Grafy při převodu z jiného formátu ztrácej́ı na
kvalitě čar. Pokud jsou grafy vytvořeny v tomto formátu př́ımo v systému MATLAB, je
zase jejich popis nekvalitńı. Ve skutečnosti jsou tedy mnohé obrázky v lepš́ı formě, než je
ta, v ńıž jsou zde uváděny.
Kapitola 3
Teorie
V teoretické části poṕı̌seme základńı rovnice, z nichž se vycháźı při výpočtech a na nichž je
založen experiment. Tyto rovnice jsou známé, jde nám však sṕı̌se o systematický popis jev̊u
a jejich fyzikálńı vysvětleńı. Dále uvedeme komplexńı analytické řešeńı těchto rovnic pro
jednoduché př́ıpady (poloprostor, vrstva). Pozornost budeme věnovat odvozeńı přibližného
analytického vztahu pro praktický př́ıpad pravoúhlé tyče. Se zřetelem na experimentálńı
ověřeńı se též soustřed́ıme na rychlý numerický výpočet magnetického pole v okoĺı vodič̊u.
3.1 Vı́̌rivé proudy a skinefekt
Časově proměnné elektromagnetické pole při ńızkých frekvenćıch nazýváme kvazistacionárńı
elektromagnetické pole. Jeho základńım rysem je to, že všechny body tohoto pole ve vyše-
třované oblasti maj́ı stejnou fázi, což znamená, že elektromagnetická vlna se š́ı̌ŕı nekonečnou
rychlost́ı (v této oblasti). Fyzikálńı podmı́nkou pro tento model je to, aby rozměry oblasti
byly podstatně menš́ı než vlnová délka elektromagnetické vlny ve vakuu. Při technických
frekvenćıch, se kterými v této práci pracujeme, je tato podmı́nka bezpečně splněna.
Základem pro fyzikálńı analýzu děj̊u kvazistacionárńıho elektromagnetického pole je
zákon elektromagnetické indukce, který má v diferenciálńı formě Maxwellových rovnic tvar




kde symbolem ~B je označena bud́ıćı časově proměnná magnetická indukce a ~E je intenzita
buzeného elektrického pole jako odezva.
Obecný fyzikálńı význam zákona elektromagnetické indukce (3.1.1) je tento: Časově
proměnné vněǰśı magnetické pole bud́ı (časově proměnné) elektrické pole s uzavřenými silo-
čarami. Toto pole existuje všude, v jakémkoliv prostřed́ı, ve vakuu, dielektriku i ve vodiči.
Nazveme je v́ı̌rivé elektrické pole, správněji by mělo být v́ırové elektrické pole.
Jelikož se jedná o kvazistacionárńı elektromagnetické pole, elektrické pole ve vakuu a
dielektriku nebud́ı magnetické pole. Pokud je ale prostřed́ım vodič, v́ı̌rivé elektrické pole bud́ı
v́ı̌rivé proudy. Jejich orientace se např. zjist́ı podle Lencova pravidla, které lze formulovat
takto: Indukovaná veličina má takovou orientaci, že se svými účinky snaž́ı zabránit změně,
která ji vyvolala. Lencovo pravidlo je d̊usledek znaménka minus v zákonu elektromagnetické
indukce (3.1.1).
Indukované v́ı̌rivé proudy ve vodiči bud́ı vnitřńı magnetické pole. Podle Lencova pravidla
je toto pole orientováno tak, že p̊usob́ı proti vněǰśımu poli a snaž́ı se je sńıžit. Výsledné
magnetické pole, vzniklé složeńım vněǰśıho bud́ıćıho a vnitřńıho indukovaného pole, je tedy
slabš́ı než pole p̊uvodńı.
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Vı́̌rivé proudy vznikaj́ı ve vodiči vždy, pokud je př́ıtomno časově proměnné magnetické
pole. Nyńı uvažujeme složitěǰśı př́ıpad, že vodičem procháźı časově proměnný proud buzený
časově proměnným elektrickým polem, jehož napět’ový zdroj je mimo vyšetřovanou oblast
vodiče. Časově proměnný elektrický proud bud́ı magnetické pole a toto magnetické pole
vytvář́ı podle rovnice (3.1.1) v́ı̌rivé elektrické pole a t́ım i v́ı̌rivý elektrický proud. Tento
v́ı̌rivý elektrický proud, jako odezva na bud́ıćı proud, p̊usob́ı opět proti bud́ıćımu proudu a
snaž́ı se jej sńıžit. Tento př́ıpad nazveme skinefekt.
Principiálńı vysvětleńı je na obr. 3.1.1, převzatým z [25]. V př́ıpadě v́ı̌rivých proud̊u
(obr. 3.1.1a) je magnetické pole buzeno levým vodičem a v pravém vodiči se indukuj́ı v́ı̌rivé
proudy. U skinefektu (obr. 3.1.1b) teče bud́ıćı proud i indukované v́ı̌rivé proudy jedńım
vodičem.
Poznamenejme, že u výkladu v́ı̌rivých proud̊u na obr. 3.1.1a by vzdálenost mezi vodiči
měla být velká nebo by měl levý vodič mı́t malé rozměry. Při zde uvedeném uspořádáńı je
skutečnost daleko složitěǰśı. V pravém vodiči vznikaj́ı skutečně jen v́ı̌rivé proudy. V levém
se projevuje skinefekt, který je však výrazně ovlivněn v́ı̌rivými proudy buzenými pravým
vodičem. Vı́̌rivé proudy z tohoto vodiče vytvářej́ı magnetické pole, které v sousedńım levém
vodiči indukuje v́ı̌rivé proudy. S t́ımto př́ıpadem se běžně setkáváme u tř́ıfázové soustavy,












Obrázek 3.1.1: a) Vı́̌rivé proudy, b) Skinefekt
Toto rozlǐsováńı na v́ı̌rivé proudy a skinefekt neńı zcela přesné, jelikož vždy se jedná
o v́ı̌rivé proudy a jejich interakce. Má však nesporný praktický význam a v této práci je
chápeme jako užitečné pracovńı termı́ny.
Prostorové rozložeńı elektromagnetických veličin pro př́ıpad v́ı̌rivých proud̊u lze zjistit
z této kvalitativńı úvahy. Předpokládejme podle obr. 3.1.2, levá část, že magnetické pole
dopadá kolmo na povrch vodiče a nar̊ustá. Tato podmı́nka je d̊uležitá. Vı́̌rivé proudy jsou
pak orientovány tak, aby tomuto nár̊ustu zabránily, tedy magnetické pole sńıžily, viz obr.
3.1.2, pravá část. Výsledkem je to, že do daľśı vrstvy pronikne slabš́ı magnetické pole, jehož
magnetická indukce je opět v́ı̌rivými proudy sńıžena. Časově proměnné magnetické pole
je tedy ve vodiči tlumeno a existuje jen v bĺızkosti jeho povrchu. Proto se často mluv́ı o
povrchovém jevu. Je zřejmé, že č́ım bude vyšš́ı frekvence bud́ıćıho magnetického pole, t́ım
bude útlum ve vodiči větš́ı.
Obdobnou, ale poněkud složitěǰśı úvahou lze ukázat, že v př́ıpadě skinefektu rovněž
proudová hustota, intenzita elektrického pole a indukce magnetického pole ubývaj́ı směrem
do vnitřku vodiče. V běžné technické literatuře nebývá skinefekt popsán dostatečně přesně.
Obvykle se uvád́ı, že při vysokých frekvenćıch:




Obrázek 3.1.2: Rozložeńı magnetického pole u v́ı̌rivých proud̊u.
• Proud teče po povrchu vodiče.
• Proud teče v tenké povrchové vrstvě.
• Proud prudce klesá směrem do vodiče.
V odborné literatuře, např. [1], můžeme nalézt podrobněǰśı popis včetně pr̊uběhu rozložeńı
proudové hustoty uvnitř vodiče pro nejjednodušš́ı př́ıpady. Tento pr̊uběh nám dává základńı
představu, ale nevystihuje daľśı zaj́ımavé jevy, které jsou spojeny s v́ı̌rivými proudy a skine-
fektem. S těmito zaj́ımavými výsledky se podrobně seznámı́me v následuj́ıćıch částech této
kapitoly.
3.2 Teoretické předpoklady
Povrchový jev vycháźı z Maxwellových rovnic pro kvazistacionárńı elektromagnetické pole
ve vodiči. Všechny veličiny kvazistacionárńıho elektromagnetického pole maj́ı ve vyšetřované
oblasti stejnou fázi, tedy se š́ı̌ŕı nekonečnou rychlost́ı. To lze přibližně splnit jen za podmı́nky,
že rozměry této oblasti jsou značně menš́ı než vlnová délka elektromagnetické vlny ve vakuu.
Z patnácti rovnic úplné soustavy Maxwellových rovnic zde uvedeme jen ty, které budeme
pro př́ıpad vodivého prostřed́ı potřebovat. Předevš́ım to jsou základńı Maxwellovy rovnice
rot ~H =~i,
div ~D = 0,




div ~B = 0.
(3.2.1)
Prvńı rovnice se často nazývá Ampér̊uv zákon (v diferenciálńım tvaru), třet́ı pak zákon elek-
tromagnetické indukce. Zbylé dvě zohledňuj́ı fakt, že neuvažujeme volné elektrické náboje
a neexistuj́ı magnetické náboje.
Dále to jsou materiálové vztahy, které ṕı̌seme př́ımo pro prostřed́ı homogenńı, izotropńı,
měkké a lineárńı.
~D = ε ~E,
~B = µ ~H,
~i = γ ~E.
(3.2.2)
Konečně to jsou okrajové podmı́nky, ze čtyř uvád́ıme jen dvě pro tečné složky intenzit
obou poĺı
Rot ~H = 0,
Rot ~E = 0.
(3.2.3)
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Symboly v základńıch Maxwellových rovnićıch (3.2.1) maj́ı tento význam: ~H je intenzita
magnetického pole, ~B je jeho indukce, ~i je objemová proudová hustota, ~E je intenzita
elektrického pole a ~D jeho indukce. Podle těchto rovnic je jediným zdrojem magnetického
pole proud o proudové hustotě~i. Zdroje elektrického pole, volné náboje o prostorové hustotě
ρ ve vodiči nejsou, proto je na pravé straně druhé základńı rovnice nula, div ~D = ρ = 0.
Všechny materiálové (stavové) rovnice (3.2.2) předpokládaj́ı, že prostřed́ı je homogenńı,
izotropńı, měkké a lineárńı. Prvńı z nich definuje vztah mezi intenzitou ~E a indukćı ~D
elektrického pole. Symbolem ε je označena absolutńı permitivita materiálu, pro ńıž plat́ı
ε = εrεo, (3.2.4)
kde εo = 8, 85.10
−12F/m je permitivita vakua a εr je relativńı permitivita materiálu. Tuto
rovnici a jej́ı konstantu nebudeme potřebovat, je zde jen pro úplnost.
Druhá materiálová rovnice uvád́ı vztah mezi intenzitou ~H a indukćı ~B magnetického
pole. Symbolem µ je označena absolutńı permeabilita materiálu, pro ńıž plat́ı
µ = µrµo, (3.2.5)
kde µo = 4π.10
−7H/m je permeabilita vakua a µr je relativńı permeabilita materiálu. Za
předpokladu lineárńıho neferomagnetického prostřed́ı plyne s velkou přesnost́ı jej́ı hodnota
µr = 1.
Třet́ı materiálová rovnice je Ohmův zákon v diferenciálńım tvaru, který spojuje proudo-
vou hustotu ~i jako odezvu s podnětem, intenzitou elektrického pole ~E. Veličina γ je měrná






Okrajové podmı́nky (3.2.3) jsou uvedeny v symbolickém tvaru s plošnou rotaćı Rot. Pro
plošnou divergenci je neuvád́ıme. V prvńı okrajové podmı́nce pro magnetické pole se před-
pokládá, že netečou volné povrchové proudy o hustotě ~i, druhá, pro elektrické pole, plat́ı
pro zde uvažovaný př́ıpad vodiče bez volných povrchových náboj̊u.
Okrajové podmı́nky jsou formulovány pro rozhrańı dvou prostřed́ı, na němž se ma-
teriálové parametry měńı skokem. Jednu stranu rozhrańı označ́ıme symbolem 1 a druhou
symbolem 2. Vektor normály ~n mı́̌ŕı ze strany 1 na stranu 2. Pokud se jedná o uzavřený ob-
jem, mı́̌ŕı ven, jde o vektor vněǰśı normály. Okrajové podmı́nky (3.2.3) pak maj́ı následuj́ıćı
ekvivalentńı tvar a jsou vyobrazeny na obrázku 3.2.1.
Rot ~H = ~n × ( ~H2 − ~H1) = 0,
Rot ~E = ~n × ( ~E2 − ~E1) = 0,
(3.2.7)
kde ~H2 je intenzita magnetického pole na straně 2 rozhrańı a ~H1 na straně 1. Totéž plat́ı
pro intenzity elektrického pole ~E2 a ~E1. Operátorem × se rozumı́ vektorový součin. Velikost
vektorového součinu ~n × ~H je podle definice
|~n × ~H| = |~n|| ~H| sin α = H sin α = Ht, (3.2.8)
kde α je úhel mezi normálou ~n a intenzitou ~H, H sin α je složka vektoru ~H do směru
kolmého k normále, tedy pr̊umět do tečné roviny rozhrańı v mı́stě normály, tj. tečná složka
Ht vektoru ~H. Je ještě nutno dodat, že tečná složka lež́ı kolmo k rovině tvořené vektory ~n
a ~H. Pokud potřebujeme i jej́ı smysl, tak je dán pohybem pravotočivého šroubu při otáčeńı















Obrázek 3.2.1: Okrajové podmı́nky pro složky E, H
od ~n k ~H. Aplikaćı vztah̊u (3.2.8) na všechny části okrajových podmı́nek (3.2.7) dojdeme k




Slovńı vyjádřeńı ř́ıká, že při pr̊uchodu rozhrańım se tečné složky intenzity magnetického i
elektrického pole měńı spojitě. U magnetického pole je ještě nutno dodat podmı́nku, že na
rozhrańı netečou volné plošné proudy. U elektrického pole nepředpokládáme volné povrchové
náboje.
3.3 Rovnice pro povrchový jev
Diferenciálńı rovnice pro povrchový jev se odvozuj́ı z Maxwellových rovnic uvedených v
předchoźı části. Obdobnými úvahami lze odvodit rovnice jak pro elektrické, tak pro magne-
tické pole. Prvńı z nich jsou výhodněǰśı pro řešeńı skinefektu, druhé pak pro kvantitativńı
popis v́ı̌rivých proud̊u. Podrobně odvod́ıme oba typy rovnic. Při odvozeńı předpokládáme,
že prostřed́ı je homogenńı, izotropńı, měkké a lineárńı.
3.3.1 Intenzita elektrického pole
V př́ıpadě skinefektu je bud́ıćı veličinou intenzita elektrického pole. Při odvozováńı př́ıslušné
diferenciálńı rovnice použijeme prvńı a třet́ı ze základńıch Maxwellových rovnic (3.2.1).
Prvńı z nich vynásob́ıme permeabilitou, abychom od intenzity magnetického pole přešli k
jeho indukci pomoćı druhé materiálové rovnice (3.2.2), tj. ~B = µ ~H,
µ rot ~H = µ~i → rot ~B = µ~i. (3.3.1)
Na třet́ı základńı Maxwellovu rovnici aplikujeme operaci rotace






Ve vektorové analýze se dokazuje identita
rot rot ~E = grad div ~E − ∆ ~E, (3.3.3)
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kde symbolem ∆ je označen Laplace̊uv operátor. Podle druhé základńı Maxwellovy rovnice
v soustavě (3.2.1) je
div ~D = div(ε ~E) = ε div ~E = 0 → div ~E = 0. (3.3.4)
Při odvozeńı jsme použili prvńıho z materiálových vztah̊u (3.2.2), tj. ~D = ε ~E. S přihlédnut́ım
k výsledku (3.3.4) má výraz (3.3.3) tvar
rot rot ~E = −∆ ~E. (3.3.5)
Po dosazeńı do vztahu (3.3.2) a záměně pořad́ı parciálńıch derivaćı dostaneme




Nyńı do pravé strany této rovnice dosad́ıme z upravené prvńı základńı Maxwellovy rovnice
(3.3.1). Po jednoduchých úpravách dostaneme




Po dosazeńı z Ohmova zákona v diferenciálńım tvaru, posledńı materiálová rovnice
(3.2.2), ~i = γ ~E, dostáváme výslednou diferenciálńı rovnici pro skinefekt




Obecně se jedná se o tři rovnice pro tři složky intenzity elektrického pole ~E = (Ex, Ey, Ez).
Každá složka je ještě funkćı tř́ı souřadnic a času,
~E(~r, t) = (Ex(x, y, z, t), Ey(x, y, z, t), Ez(x, y, z, t)). (3.3.9)
Po vyřešeńı této rovnice můžeme okamžitě spoč́ıtat proudovou hustotu pomoćı Ohmova
zákona v diferenciálńım tvaru ~i = γ ~E.
Pro výpočet magnetického pole máme několik možnost́ı:
1. Zákon elekromagnetické indukce, třet́ı rovnice v (3.2.1). Zde se použije př́ımo intenzita
elektrického pole.
2. Ampér̊uv zákon, prvńı rovnice v (3.2.1). Zde vystupuje proudová hustota, která se
nahrad́ı intenzitou elektrického pole podle Ohmova zákona v diferenciálńım tvaru ~i =
γ ~E.
3. Biot Savart̊uv zákon pro proudovou hustotu.
Prvńı možnost je nejjednodušš́ı. Ze třet́ı rovnice v (3.2.1) máme vztah
∂ ~B
∂t
= − rot ~E. (3.3.10)
Zjist́ı se rotace vypočteného elektrického pole a integraćı podle času dostaneme hledanou
magnetickou indukci.
Druhá možnost je složitěǰśı. Z prvńı rovnice v (3.2.1) dostaneme vztah
rot ~B = µγ ~E. (3.3.11)
Pravá strana je dána. Z levé strany dostaneme soustavu tř́ı rovnic pro magnetickou indukci.
Jej́ı řešeńı nemuśı být jednoduché.
Třet́ı možnost uvád́ıme jen pro úplnost. Bylo by nutno použ́ıt numerickou integraci.
Nav́ıc je při numerickém výpočtu nutno vyhnout se singularitám.
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3.3.2 Magnetická indukce
V př́ıpadě v́ı̌rivých proud̊u je bud́ıćı veličinou časově proměnná magnetická indukce. Je
nutno źıskat pro ni diferenciálńı rovnici. Opět využijeme prvńı a třet́ı z Maxwellových rovnic
(3.2.1). Na prvńı Maxwellovu rovnici aplikujeme operaci rotace
rot rot ~H = rot~i. (3.3.12)
Využijeme opět pravidlo pro vektorovou analýzu
rot rot ~H = grad div ~H − ∆ ~H, (3.3.13)
kde intenzitu magnetického pole nahrad́ıme magnetickou indukćı, tj. ~B = µ ~H.
rot rot ~H =
1
µ
grad div ~B − ∆ ~H. (3.3.14)
Jelikož div ~B = 0, viz čtvrtá základńı Maxwellova rovnice v (3.2.1), źıská výsledná rovnice
(3.3.14) tvar
rot rot ~H = −∆ ~H. (3.3.15)
Dosazeńım rovnice (3.3.12) do rovnice (3.3.15) dostaneme rovnici
∆ ~H = − rot~i. (3.3.16)
Do této rovnice dosad́ıme upravený diferenciálńı Ohmův zákon, ~i = γ ~E,
rot~i = γ rot ~E. (3.3.17)
Jelikož podle zákona elektromagnetické indukce (třet́ı z Maxwellových rovnic (3.2.1))




dostaneme kombinaćı rovnic (3.3.16), (3.3.17) a (3.3.18) tento d́ılč́ı výsledek




Fyzikálńı význam má magnetická indukce. Proto j́ı pomoćı materiálové rovnice ~B = µ ~H
nahrad́ıme intenzitu magnetického pole ve vztahu (3.3.19). Dostáváme tak výslednou dife-
renciálńı rovnici pro magnetickou indukci v následuj́ıćım tvaru




Jako obecný výsledek jsme źıskali tři diferenciálńı rovnice pro tři složky magnetické indukce
~B = (Bx, By, Bz). Každá složka je funkćı tř́ı souřadnic a času,
~B(~r, t) = (Bx(x, y, z, t), By(x, y, z, t), Bz(x, y, z, t)). (3.3.21)
Úplné řešeńı úlohy předpokládá ještě určeńı proudové hustoty v́ı̌rivých proud̊u a inten-






Pro výpočet elektrického pole máme v principu dvě možnosti
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1. Ohmův zákon v diferenciálńım tvaru ~i = γ ~E.
2. Zákon elekromagnetické indukce, třet́ı rovnice v (3.2.1).
Prvńı možnost je triviálńı, zato třet́ı je náročná. Ze třet́ı rovnice v (3.2.1) dostaneme
vztah




Pravá strana je dána. Z levé strany dostaneme soustavu tř́ı rovnic pro intenzitu elektrického
pole. Jej́ı řešeńı nemuśı být jednoduché.
3.4 Povrchový jev v poloprostoru
Vodivý poloprostor je nejjednodušš́ı př́ıpad, kdy lze analyticky řešit jak skinefekt, tak v́ı̌rivé
proudy. Předpokládáme, že osa Z souřadné soustavy je kolmá k rovinnému rozhrańı. Vakuum
má souřadnice z > 0 a pro vodivé prostřed́ı plat́ı z < 0, viz obr. 3.4.1. Řešeńı provedeme





Obrázek 3.4.1: Jednorozměrné řešeńı
3.4.1 Skinefekt v poloprostoru
Na rozhrańı s vakuem existuje homogenńı časově proměnné elektrické pole. Zaj́ımá nás jeho
pr̊uběh ve vodivém poloprostoru. Podle obr. 3.4.1 předpokládáme, že elektrické pole má
na rozhrańı jedinou složku Ex = E, ~E = (Ex, 0, 0) = (E, 0, 0). Tři rovnice (3.3.8) tedy











Nyńı muśıme učinit předpoklad o časovém pr̊uběhu elektrického pole. Předpokládáme
harmonický ustálený stav a použijeme komplexńıho vyjádřeńı, tj. pro časový pr̊uběh inten-
zity elektrického pole plat́ı
Ê(z, t) = Ê(z) ejωt, (3.4.3)
kde j je imaginárńı jednotka a ω úhlová (kruhová) frekvence, pro ńıž plat́ı
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kde je f frekvence a T perioda.




− jωµγÊ = 0. (3.4.5)
Jej́ı řešeńı budeme hledat ve tvaru
Ê(z) = Â eδ̂z +B̂ e−δ̂z, (3.4.6)
kde δ̂ je obecně komplexńı koeficient útlumu, Â a B̂ jsou obecně komplexńı konstanty. Je
nutno si uvědomit, že řešeńı hledáme ve vodivém poloprostoru, tj. pro z < 0.
Důvodem pro komplexńı parametry v hledaném řešeńı (3.4.6) je př́ıtomnost imaginárńı
jednotky v rovnici (3.4.5). Můžeme se tomu vyhnout použit́ım reálné harmonické funkce
sinus nebo kosinus ve volbě časového pr̊uběhu (3.4.3). Pak je ale hledáńı řešeńı mnohem
komplikovaněǰśı a stejně tak je daleko náročněǰśı źıskat z tohoto řešeńı daľśı informace.
Dosad́ıme hledané řešeńı do (3.4.6) do (3.4.5). Dvojnásobná derivace exponenciálńı
funkce vede na tutéž funkci násobenou čtvercem parametru v exponentu bez ohledu na
jeho znaménko. Exponenciálńı funkce se vykrát́ı, takže nakonec dojdeme ke vztahu
δ̂2 − jωµγ = 0. (3.4.7)
Odtud dostaneme komplexńı hodnotu útlumové konstanty








































Z řešeńı (3.4.6) můžeme pro vodivý poloprostor, kde souřadnice z < 0, použ́ıt jen prvńı
člen, tj. požadovat B̂ = 0. Druhý člen s nenulovou konstantou B̂ bude pro z < 0 s rostoućı
hloubkou do prostřed́ı r̊ust nade všechny meze.
Pokud na povrchu vodivého poloprostoru intenzita elektrického pole nabývá hodnoty
Ê(z) = E(0) = Eo, pak má řešeńı (3.4.6) tvar
Ê(z) = Eo e
δ̂z (z < 0). (3.4.11)
Toto komplexńı řešeńı můžeme rozepsat na
Ê(z) = Eo e
δz(cos(δz) + j sin(δz)) (z < 0), (3.4.12)
kde





je reálná (nebo imaginárńı) část komplexńı útlumové konstanty δ̂ definované vztahem (3.4.8).
Je tedy nutno rolǐsovat mezi komplexńı útlumovou konstantou δ̂ (se stř́ı̌skou) a jej́ı reálnou
hodnotou δ v (3.4.13) (bez stř́ı̌sky).
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Pouze reálná hodnota útlumové konstanty podle vztahu (3.4.13) má fyzikálńı význam.









V této hloubce klesá amplituda na 1/ e
.
= 37 % hodnoty na povrchu. Tato definice ale plat́ı
jen pro poloprostor.
Ve vodivém poloprostoru je podle vztahu (3.4.12) tlumená elektrická vlna. Jej́ı pr̊uběh
źıskáme z reálné nebo imaginárńı části tohoto vztahu a uvedeme jej později. Zde pro
představu uvád́ıme na obr. 3.4.2 pr̊uběh jej́ı amplitudy a fáze jak je zvykem v teorii ob-
vod̊u. Výpočet je pro reálné vodivé prostřed́ı tvořené měd́ı a (asi nereálnou) zvolenou in-
tenzitu elektrického pole na rozhrańı. Parametrem pro amplitudu je frekvence. Elektrická
vlna je exponenciálně tlumena směrem do prostřed́ı. Č́ım vyšš́ı je frekvence, t́ım je tlumeńı
výrazněǰśı.












































Obrázek 3.4.2: Tlumená elektrická vlna








= arctg tg(δz) = δz. (3.4.15)
Fáze je tedy lineárńı funkćı souřadnice a na povrchu je nulová. Opět to plat́ı jen pro polo-
prostor.
Zbývá určit proudovou hustotu a magnetickou indukci. Pomoćı Ohmova zákona v dife-
renciálńım tvaru ~i = γ ~E ihned dostaneme pro proudovou hustotu vztah
î(z) = γEo e
δ̂z . (3.4.16)
K určeńı magnetické indukce je nejvhodněǰśı použ́ıt vztah (3.3.10), který má pro har-
monický časový pr̊uběh tvar
jω ~B = − rot ~E. (3.4.17)
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Nenulová je pouze složka By, která je popsána vztahem
B̂y = B̂o e
δ̂z, (3.4.19)
s komplexńı amplitudou





K určeńı magnetické indukce lze též použ́ıt vztah (3.3.11)
rot ~B = µγ ~E. (3.4.21)
















= µγEz = 0.
(3.4.22)
V těchto rovnićıch můžeme položit Bx = Bz = 0 a pro nenulovou složku By dostaneme
řešeńı shodné s (3.4.19) a (3.4.20). Oba postupy vedou ke stejnému výsledku, což potvrzuje
jejich správnost.
Źıskali jsme komplexńı řešeńı pro všechny elektromagnetické veličiny (magnetickou in-
dukci, intenzitu elektrického pole a proudovou hustotu). Fyzikálńı význam maj́ı jejich reálné
nebo imaginárńı složky. Zde pro ilustraci na obr. 3.4.3 porovnáme reálné složky elektrické a
magnetické vlny. Magnetická složka je desetkrát zvětšena, nicméně jej́ı hodnota je vysoká.
Elektrické pole na rozhrańı asi nabývá nerealizovatelné hodnoty.
Na obr. 3.4.3 je podstatné, že pokles elektrického i magnetického pole směrem do prostřed́ı
je sice silně tlumený, nicméně má osciluj́ıćı charakter. Ten je zp̊usoben komplexńı hodnotou
útlumové konstanty (3.4.8). Pro elektrickou vlnu toto osciluj́ıćı tlumeńı vyplývá pro reálnou
či imaginárńı složku např. ze vztahu (3.4.12). Pro magnetickou vlnu lze źıskat analogický
vztah (3.4.19).
Osciluj́ıćı pr̊uběh útlumu je výrazněǰśı, jestliže použijeme logaritmickou stupnici pro
vodorovnou osu, podle obr. 3.4.4. S ćılem využ́ıt celou plochu grafu byla mı́rně pozměněna
počátečńı hodnota hloubky směrem dovnitř.
3.4.2 Vı́̌rivé proudy v poloprostoru
Pro v́ı̌rivé proudy je bud́ıćı veličinou časově proměnné magnetické pole. Opět uvažujeme
tentýž poloprostor jako pro skinefekt podle obr. 3.4.1. Z vakua nyńı dopadá homogenńı
časově proměnné magnetické pole, které má směr osy Y . Zaj́ımá nás jeho pr̊uběh ve vo-
divém poloprostoru. Podle zadáńı má časově proměnné magnetické pole na rozhrańı jedinou
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Obrázek 3.4.4: Útlum reálných složek, logaritmická stupnice pro hloubku.
složku magnetické indukce By = B, tj. ~B = (0, By, 0) = (0, B, 0). Tři rovnice (3.3.20) tedy











Obdobným postupem jako pro skinefekt dojdeme k závěru, že pokud na povrchu vo-
divého poloprostoru magnetická indukce nabývá hodnoty B̂(z) = B(0) = Bo, pak má řešeńı
rovnice (3.4.24) tvar
B̂(z) = Bo e
δ̂z (z < 0). (3.4.25)
Útlumová konstanta δ̂ je opět dána vztahem (3.4.8).
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Opět zbývá určit daľśı dvě veličiny: proudovou hustotu ~i a intenzitu elektrického pole
~E. Poněvadž spolu souviśı velmi jednoduše pomoćı Ohmova zákona v diferenciálńım tvaru
~i = γ ~E, stač́ı určit proudovou hustotu.













































Jako výsledek dostáváme tuto rovnici pro x-ovou a současně jedinou složku proudové
hustoty
îx = îo e
δ̂z, (3.4.28)
kde amplituda îo je dána vztahem





Jako druhou možnost k určeńı proudové hustoty uvažujme rovnici (3.3.23), která pro
harmonický časový pr̊uběh a pro hledanou proudovou hustotu přejde na tvar
rot~i = −j ω
γ
B̃. (3.4.30)



























Nenulová složka je jenom ix, pro kterou dostáváme opět řešeńı (3.4.28), avšak amplituda îo
je dána vztahem





Druhé řešeńı (3.4.32) se lǐśı znaménkem od prvńıho (3.4.29). T́ımto rozporem se budeme
zabývat v diskusi.
Ilustrativńı grafy neuvád́ıme, poněvadž se prakticky nelǐśı od popisu skinefektu. Ty jsme
uvedli v předchoźı části.
3.5 Povrchový jev ve vrstvě
Daľśı geometrický objekt, pro který snadno zjist́ıme analytické řešeńı, je vrstva. Budeme
předpokládat, že vrstva tloušt’ky 2a je kolmá k ose z a zauj́ımá část prostoru od z = −a
do z = a, viz. obrázek 3.5.1. Budeme hledat pr̊uběhy elektromagnetických veličin jak pro
skinefekt, tak pro v́ı̌rivé proudy.








Obrázek 3.5.1: Geometrie a souřadná soustava pro vrstvu
3.5.1 Skinefekt ve vrstvě
U vrstvy se souřadným systémem podle obr. 3.5.1 předpokládáme, že bud́ıćı elektrické pole
má směr osy X, tj. ~E = (Ex, 0, 0) = (E, 0, 0). S ohledem na symetrii úlohy toto pole může
být pouze funkćı souřadnice z. Nav́ıc by tato funkce měla být sudá. Na obou rovinách
rozhrańı bude mı́t tutéž hodnotu Eo. Protože vrstva vymezuje omezenou část prostoru,
budeme uvažovat úplné řešeńı (3.4.6)
Ê(z) = Â eδ̂z +B̂ e−δ̂z, (3.5.1)
kde δ̂ je komplexńı útlumová konstanta definovaná vztahem (3.4.8).
Okrajové podmı́nky lze s ohledem na symetrii úlohy psát ve tvaru
Ê = Eo pro z = a a z = −a. (3.5.2)
Po dosazeńı z okrajových podmı́nek (3.5.2) do obecného řešeńı (3.5.1) źıskáme soustavu
rovnic pro koeficienty Â a B̂
Ê(a) = Â eδ̂a +B̂ e−δ̂a = Eo,
Ê(−a) = Â e−δ̂a +B̂ eδ̂a = Eo.
(3.5.3)
Odečteńım těchto rovnic od sebe źıskáme vztah
Â(eδ̂a − e−δ̂a) + B̂(e−δ̂a − eδ̂a) = 0. (3.5.4)
Po jednoduché úpravě
(eδ̂a − e−δ̂a)(Â − B̂) = 0, (3.5.5)
zjǐst’ujeme, že Â = B̂.
Tuto rovnost použijeme v prvńı z rovnic (3.5.3). Źıskáme rovnici
Â(eδ̂a + e−δ̂a) = 2Â
(eδ̂a + e−δ̂a)
2
= 2̂A cosh(δ̂a) = Eo, (3.5.6)
a z této rovnice dostaneme vztah pro konstanty Â a B̂
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Po dosazeńı těchto konstant do obecného řešeńı (3.5.1) źıskáme výsledný vztah pro pr̊uběh








Pro źıskáńı základńı představy je na obr. 3.5.2 pr̊uběh amplitudy a fáze elektrického pole
pro měděnou vrstvu tloušt’ky 20 mm pro tři typické frekvence. Toto zobrazeńı odpov́ıdá










































Obrázek 3.5.2: Amplituda a fáze elektrického pole ve vrstvě
Elektrické pole ve vodivém prostřed́ı vyvolá proud. Pro proudovou hustotu dostaneme






kde io = γEo je maximálńı hodnota proudové hustoty na rozhrańı.
Magnetické pole źıskáme úplně stejným postupem jako pro poloprostor, viz soustava
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s komplexńı amplitudou





Porovnáńı reálných složek obou poĺı je na obr. 3.5.3. Indukce magnetického pole je ve
skutečnosti desetkrát menš́ı. I přesto nabývá vysoké hodnoty. Důvodem je, podobně jako
u poloprostoru, nereálná hodnota intenzity elektrického pole. Toto zobrazeńı odpov́ıdá v́ıce
fyzikálńı představě. Elektrické pole je symetrické, magnetické antisymetrické. U elektrického
pole je zaj́ımavé a překvapivé to, že uvnitř vrstvy nabývá záporné hodnoty. Působ́ı tedy
proti vtǐstěnému poli. Uvnitř vrstvy tedy teče proud v opačném směru, než na okraji. Jeho
hustota je ovšem malá.





























Obrázek 3.5.3: Porovnáńı elektrického a magnetického pole pro vrstvu
3.5.2 Vı́̌rivé proudy ve vrstvě
Při vyšetřováńı v́ı̌rivých proud̊u ve vrstvě vyjdeme opět z geometrie a souřadné soustavy
podle obr. 3.5.1. Předpokládáme, že ve směru osy Z (zleva) dopadá na rozhrańı rovinná
magnetická vlna o indukci Bo. Zaj́ımá nás pr̊uběh magnetické indukce ve vrstvě.
Ve vrstvě se magnetické pole tlumı́ v d̊usledku v́ı̌rivých proud̊u a na druhém rozhrańı
se částečně odraźı a částečně projde. Ve vrstvě jsou tedy obě vlny, š́ı̌ŕıćı se jak v kladném,
tak záporném, směru osy Z. Předpokládejme, že dopadaj́ıćı rovinná vlna má magnetickou
indukci ve směru osy Y , tj. ve vrstvě je indukce ~B = (0, By, 0) = (0, B, 0). S ohledem na
symetrii úlohy toto pole může být pouze funkćı souřadnice z. Obecné řešeńı by mělo mı́t
tvar
B̂(z) = Ĉ eδ̂z +D̂ e−δ̂z, (3.5.13)
kde δ̂ je komplexńı útlumová konstanta definovaná vztahem (3.4.8).
Při dopadu na vrstvu má magnetická indukce hodnotu Bo. Po pr̊uchodu vrstvou poklesne
magnetická indukce na hodnotu Bo e
−2δ̂a. Přibližné okrajové podmı́nky lze tedy psát ve tvaru
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B̂ = Bo pro z = −a, B̂ = Bo e−δ̂a pro z = a. (3.5.14)
Po dosazeńı z okrajových podmı́nek (3.5.14) do obecného řešeńı (3.5.13) źıskáme soustavu
rovnic pro koeficienty Ĉ a D̂
B̂(a) = Ĉ eδ̂a +D̂ e−δ̂a = Bo e
−2δ̂a,
B̂(−a) = Ĉ e−δ̂a +D̂ eδ̂a = Bo.
(3.5.15)







Pr̊uběh magnetické indukce ve vrstvě źıskáme po dosazeńı z (3.5.16) do (3.5.13)
B̂(z) = D̂ e−δ̂z . (3.5.17)
Je tedy obdobné jako pro poloprostor, což nepřekvapuje.
Při výpočtu intenzity elektrického pole můžeme postupovat obdobně jako u poloprostoru.















= −jωBz = 0.
(3.5.18)
Nenulová složka je jenom Ex, pro kterou dostáváme řešeńı
Ê(z) = Êo e
−δ̂z, (3.5.19)
avšak amplituda Êo je dána vztahem





Pro ilustraci uvád́ıme několik obrázk̊u. Na obr. 3.5.4 je pr̊uběh amplitudy a fáze mag-
netického pole s typickými frekvencemi dopadaj́ıćıho na měděnou vrstvu tloušt’ky 10 mm.
Je zřejmý prudký pokles indukce směrem do vrstvy. Vrstva je natolik široká, že pole při
frekvenci 1 kHz je v ńı prakticky utlumeno. Fáze se měńı lineárně.
Rozd́ıl mezi skinefektem a v́ı̌rivými proudy vyplyne z obr. 3.5.5. Magnetické pole v́ı̌rivých
proud̊u je nesymetrické. Je soustředěno v bĺızkosti stěny, na ńıž magnetická vlna dopadá.
Magnetické pole pro skinefekt je antisymetrické, je soustředěno v bĺızkosti obou stěn.
3.6 Povrchový jev v tyči obdélńıkovém pr̊uřezu
Předpokládáme, že obdélńıkový vodič má š́ı̌rku 2a ve směru osy X a výšku 2b ve směru osy
Y , čili pr̊uřez vodiče je umı́stěn v rovině XY . Proud protéká ve směru osy Z, viz obr. 3.6.1.
Řešeńı je složitěǰśı než v př́ıpadě vrstvy. Vystupuj́ı zde 4 okrajové podmı́nky, které nám




































































Obrázek 3.5.5: Porovnáńı v́ı̌rivých proud̊u a skinefektu
řešeńı podstatně komplikuj́ı. Tyto okrajové podmı́nky lze obt́ıžně analyticky formulovat pro
v́ı̌rivé proudy, proto se v této části omeźıme, na rozd́ıl od předchoźıch, jen na skinefekt.
Vycháźı se z obecného řešeńı pro jednu dimensi jak ve směru osy X, tak ve směru osy






Obrázek 3.6.1: Řešeńı pro obdélńık
Y . Tato řešeńı maj́ı po řadě úprav tvar1
ix(x) = E e
δ̂x +F e−δ̂x,
iy(y) = G e
δ̂y +H e−δ̂y .
(3.6.1)
Tato řešeńı vyhovuj́ı 2D rovnici, nejsou však nejobecněǰśı. T́ım je jejich součin
ixy(x, y) = ix(x)iy(y) = (a e
δ̂x +b e−δ̂x)(c eδ̂y +d e−δ̂y), (3.6.2)
jak lze snadno dokázat dosazeńım. Ve vztahu (3.6.2) se použ́ıvaj́ı jiné konstanty, než v
(3.6.1), jelikož jde o daľśı částečné obecné řešeńı. Po roznásobeńı má součin (3.6.2) tvar
ixy(x, y) = ix(x)iy(y) = A e
δ̂(x+y) +B eδ̂(x−y) +C e−δ̂(x−y) +D e−δ̂(x+y) . (3.6.3)
Nové konstanty A,B,C,D jsou určeny starými konstantami a, b, c, d, převodńı vztahy však
nejsou v tomto př́ıpadě d̊uležité. Úplné obecné řešeńı źıskáme součtem řešeńı (3.6.3) (př́ıpadně
(3.6.2)) a (3.6.1)
i(x, y) = A eδ̂(x+y) +B eδ̂(x−y) +C e−δ̂(x−y) +D e−δ̂(x+y)
+E eδ̂x +F e−δ̂x +G eδ̂y +H e−δ̂y .
(3.6.4)
Konstanty je nutno určit z okrajových podmı́nek, tj. intenzity elektrického pole na povrchu
tyče. Volba okrajových podmı́nek je kĺıčovou část́ı úlohy. Voĺıme ten nejjednodušš́ı př́ıpad, že
tato intenzita je konstantńı na celém povrchu. Důvody pro tuto volbu prob́ıráme v diskusi.
Okrajové podmı́nky tedy maj́ı tvar
i(x, y) = io pro x = a, y ∈ (−b, b),
i(x, y) = io pro x = −a, y ∈ (−b, b),
i(x, y) = io pro y = b, x ∈ (−a, a),
i(x, y) = io pro y = −b, x ∈ (−a, a).
(3.6.5)
Konstanty v obecném řešeńı (3.6.4) jsou jednoznačně určeny okrajovými podmı́nkami
(3.6.5). Řešeńı však obsahuje 8 konstant a okrajové podmı́nky jsou jen čtyři. Mezi konstan-
tami muśı tedy existovat i daľśı vztahy než ty, které plynou př́ımo z okrajových podmı́nek.
1V následuj́ıćıch vztaźıch indexy neuváděj́ı složku proudové hustoty, ale zvýrazňuj́ı jej́ı souřadnici.
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Jeden z postup̊u, jak tyto daľśı vztahy źıskat je tento. Po dosazeńı obecného řešeńı (3.6.4)
do prvńıch dvou okrajových podmı́nek (3.6.5) a jednoduchých úpravách źıskáme vztahy
io = A e
δ̂a eδ̂y +B eδ̂a e−δ̂y +C e−δ̂a eδ̂y +D e−δ̂a e−δ̂y
+E eδ̂a +F e−δ̂a +G eδ̂y +H e−δ̂y,
io = A e
−δ̂a eδ̂y +B e−δ̂a e−δ̂y +C eδ̂a eδ̂y +D eδ̂a e−δ̂y
+E e−δ̂a +F eδ̂a +G eδ̂y +H e−δ̂y .
(3.6.6)
Tyto rovnice odečteme
A eδ̂a eδ̂y +B eδ̂a e−δ̂y +C e−δ̂a eδ̂y +D e−δ̂a e−δ̂y
+E eδ̂a +F e−δ̂a +G eδ̂y +H e−δ̂y
−A e−δ̂a eδ̂y −B e−δ̂a e−δ̂y −C eδ̂a eδ̂y −D eδ̂a e−δ̂y
−E e−δ̂a −F eδ̂a −G eδ̂y −H e−δ̂y = 0.
(3.6.7)
a uspořádáme tak, aby zde byl součet člen̊u tvořených konstantou a exponenciálńı funkćı
proměnné y
(A − C) eδ̂a eδ̂y +(B − D) e−δ̂a eδ̂y +(C − A) e−δ̂a eδ̂y +(D − B) e−δ̂a e−δ̂y
+(E − F ) eδ̂a +(F − E) e−δ̂a = 0.
(3.6.8)
Součet těchto člen̊u bude nulový jen za podmı́nky, že rozd́ıly koeficient̊u A−C, B −D atd.
budou nulové. To vede na tyto podmı́nky mezi koeficienty v obecném řešeńı (3.6.4)
A = C, B = D, E = F, (3.6.9)
Aplikujeme-li předchoźı postup do daľśıch dvou okrajových podmı́nek (3.6.5), źıskáme vztahy
A = C, B = D, G = H. (3.6.10)
Nová je jen posledńı rovnost. Předchoźı dvě potvrzuj́ı správné odvozeńı. S použit́ım vztah̊u
(3.6.9) a (3.6.10) v obecném řešeńı (3.6.4) dostaneme pro toto řešeńı přehledněǰśı tvar
i(x, y) = 2A cosh(δ̂x) eδ̂y +2B cosh(δ̂x) e−δ̂y +2E cosh(δ̂x) + 2G cosh(δ̂y). (3.6.11)
Přidejme ještě podmı́nku
A = B, (3.6.12)
pak má obecně řešeńı ještě kompaktněǰśı tvar
i(x, y) = 4A cosh(δ̂x) cosh(δ̂y) + 2E cosh(δ̂x) + 2G cosh(δ̂y). (3.6.13)
Podmı́nku (3.6.12) lze použ́ıt, poněvadž neovlivńı výsledek aplikace okrajových podmı́nek.
Naopak jej učińı snadněǰśım. Na toto řešeńı nyńı aplikujeme prvńı a třet́ı okrajovou pod-
mı́nku. Aplikace druhé a čtvrté vede k témuž výsledku. Dostaneme
io = 4A cosh(δ̂a) cosh(δ̂y) + 2E cosh(δ̂a) + 2G cosh(δ̂y),
io = 4A cosh(δ̂x) cosh(δ̂b) + 2E cosh(δ̂x) + 2G cosh(δ̂b).
(3.6.14)
Po úpravě
io = (4A cosh(δ̂a) + 2G) cosh(δ̂y) + 2E cosh(δ̂a),
io = (4A cosh(δ̂b) + 2E) cosh(δ̂x) + 2G cosh(δ̂b).
(3.6.15)
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Levá strana (3.6.15) je konstantńı. Aby byla pravá strana konstantńı, muśı platit
2A cosh(δ̂a) + G = 0,
2A cosh(δ̂b) + E = 0.
(3.6.16)










Z rovnic (3.6.16) pak zjist́ıme konstantu A
A = − io
4 cosh(δ̂a) cosh(δ̂b)
(3.6.18)
Po dosazeńı konstant A z (3.6.18), E a G z (3.6.17) do kompaktnho obecného řešeńı (3.6.13)
dostaneme výsledek










Dosazeńım x = a nebo y = b do výsledného řešeńı (3.6.19) se přesvědč́ıme, že okrajové
podmı́nky (3.6.5) jsou splněny.








i(x, y)dxdy = io
2
δ̂2
[−2 tgh(δa) tgh(δb) + δ tgh(δa) + δ tgh(δb)] . (3.6.20)




2 [−2 tgh(δa) tgh(δb) + δ tgh(δa) + δ tgh(δb)] . (3.6.21)
Ve vztaźıch se na prvńı pohled může zdát neshoda v tom, že někdy je proudová hustota
reálná, vztah (3.6.20), jindy komplexńı, vztah (3.6.21). Pro celkový proud je tomu naopak.
Ve skutečnosti je vše v pořádku, zadávanou veličinu (nezávisle proměnnou) voĺıme reálnou,
vypočtená veličina je pak komplexńı.
Pro ilustraci uvád́ıme základńı výsledky. Předpokládáme měděnou tyč š́ı̌rky 10 mm ve
směru osy X a výšky 50 mm ve směru osy Y , kterou protéká celkový proud 1000 A. Frek-
vence je nyńı parametrem. Pr̊uběh proudové hustoty podél základńıch os je na následuj́ıćıch
obrázćıch. Na obr. 3.6.2 je pr̊uběh proudové hustoty podél osy X. Pro ńızké frekvence je
rozložeńı proudové hustoty téměř rovnoměrné, pro vysoké je proud vytlačován směrem k
okraj̊um, kde dosahuje maxima. Neočekávaným výsledkem je to, že při nejvyšš́ı frekvenci
teče uprostřed tyče proud opačným směrem.
Na obr. 3.6.3 je pr̊uběh proudové hustoty podél osy Y . Poněvadž je nyńı rozměr pětkrát
větš́ı než předchoźı, povrchový jev je výrazněǰśı. S rostoućı frekvenćı je proud stále v́ıce
vytlačován k okraj̊um. Maxima však nedosahuje na okraj́ıch tyče, ale v jejich bĺızkosti.
Rovněž tak uprostřed vodiče nemuśı být nutně minimum proudové hustoty. Nejpodstatněǰśı
a zároveň nejméně očekávaný je ale výsledek, že při vysoké frekvenci teče proud v dosti
široké oblasti kolem osy vodiče opačným směrem. Tento proud je ale poměrně slabý.
Již tyto základńı obrázky ukazuj́ı, že pr̊uběh proudové hustoty v tyči je dosti kompli-
kovaný a nemuśı plně odpov́ıdat vžitým představám, které jsme uvedli na počátku této
kapitoly.




























Obrázek 3.6.2: Pr̊uběh proudové hustoty v pravoúhlé tyči podél osy X pro r̊uzné frekvence



























Obrázek 3.6.3: Pr̊uběh proudové hustoty v pravoúhlé tyči podél osy Y pro r̊uzné frekvence
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3.7 Povrchový jev v tyči — jiný postup
V literatuře [9] je v principu povrchový jev poč́ıtán podle analogických výchoźıch rovnic,
avšak výsledné vztahy maj́ı tvar






kde I je celkový proud tekoućı tyč́ı. Útlumové konstanty δ̂x a δ̂y muśı splňovat podmı́nku
δ̂2x + δ̂
2
y = jωµγ. (3.7.2)
Porovnáme tento výsledek s naš́ım řešeńım (3.6.19), ve kterém ponecháme pouze součin
hyperbolických funkćı









Po dosazeńı proudové hustoty (3.7.4) do našeho redukovaného řešeńı (3.7.3) dostaneme tento
výsledek






Je zřejmé, že polož́ıme-li





obě řešeńı (3.7.1) a (3.7.5) jsou identická. Je splněna i podmı́nka (3.7.2). K tomuto výsledku
se v práci [9] docháźı v př́ıpadě čtvercového pr̊uřezu.
Pro tyč obdélńıkového pr̊uřezu jsou v práci [9] odvozeny přibližné vtahy pro útlumové
konstanty δ̂x a δ̂y















Je v nich tedy započten pr̊uřez vodiče, i když bezrozměrně.
Rozbor těchto výsledk̊u ponecháme do diskuse, zde pouze na obr. 3.7.1 uvedeme pr̊uběh
proudové hustoty podle obou př́ıstup̊u tj. podle úplného vztahu (3.6.19), který je označen
”Total”, a podle redukovaného vztahu (3.7.5), označený jako ”Reduced”. Podmı́nky byly
úplně stejné jako u předchoźıch obrázk̊u, jedná se o pr̊uběh proudové hustoty ve směru svislé
osy Y . Zdánlivě to vypadá na přibližný souhlas, ve skutečnosti musel být graf vypočtený
podle úplného vztahu (3.6.19) stokrát zvětšen, aby bylo možné porovnáńı.
Na obr. 3.7.2 je porovnáńı obou teoríı pro pr̊uběhy podél vodorovné osy X. Nyńı musel
být pro změnu stokrát zvětšen pr̊uběh pro redukovaný vztah (3.7.5).
Význam těchto obrázk̊u je v tom, že ukazuje jak, se pod́ıĺı součin hyperbolických funkćı v
(3.6.19) na celkovém pr̊uběhu. Pro př́ıpad pr̊uběhu podél osy Y dominuje, v řešeńı podél osy
X je jeho př́ıspěvek zanedbatelný. Dodejme, že pr̊uběhy pro upravené hodnoty podle (3.7.7)
se kvalitativně nelǐśı od pr̊uběh̊u na obr. 3.7.1 a obr. 3.7.2. Proto je neuvád́ıme. Podstatně
se však lǐśı koeficienty, kterými je muśıme vynásobit či vydělit.
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Obrázek 3.7.2: Porovnáńı proudové hustoty podél osy X vypočtené podle dvou př́ıstup̊u
3.8 Magnetické pole vodiče
V předchoźım textu jsme ukázali, že pr̊uběh všech veličin ovlivněných skinefektem lze ana-
lyticky vypoč́ıst uvnitř vodiče pro jednoduché, v praxi přibližně použitelné př́ıpady. Protože
se žádná sonda nemůže dostat pod povrch vodiče, neńı možno vypočtené pr̊uběhy ověřit
př́ımo. To se týká jak skinefektu, tak v́ı̌rivých proud̊u. Tento problém je i u jiných oblast́ı
3.8. MAGNETICKÉ POLE VODIČE 33
fyziky, např. podle teorie existuje v kapalinách obrovský vnitřńı tlak. Ten však nemůžeme
ze stejných d̊uvod̊u změřit. Jeho existenci lze však ověřit z některých jeho d̊usledk̊u.
U skinefektu je situace obdobná. Důkazem jeho existence je r̊ust odporu vodiče se
zvyšuj́ıćı se frekvenćı. K ověřeńı vypočtených pr̊uběh̊u to však nestač́ı. Nejjednodušš́ı zp̊usob
je použ́ıt přesné měřeńı vněǰśıho magnetického pole studovaného vodiče. V d̊usledku skine-
fektu neńı proud ve vodiči rozložen rovnoměrně, je sousťreděn bĺızko jeho povrchu. Vněǰśı
magnetické pole bude tedy mı́t pro stř́ıdavý proud dostatečně vysoké frekvence poněkud
jiný pr̊uběh než pro stejnosměrný proud, který je ve vodiči rozložen rovnoměrně.
Pro ověřeńı analytických výpočt̊u je tedy d̊uležité umět spoč́ıtat (a přesně změřit) pr̊uběh
magnetického pole vně vodiče. V této kapitole pro jednoduchost naznač́ıme výpočet mag-
netického pole bez vlivu skinefektu. Nejprve uvedeme výpočet pro vodič obdélńıkového
pr̊uřezu, dále výpočet magnetického pole pro 3 fázovou soustavu naš́ı śıtě.
3.8.1 Biot-Savart̊uv zákon
Pro výpočet magnetického pole vodiče budeme použ́ıvat Biot-Savart̊uv zákon. Začneme s
t́ım, že vysvětĺıme konvenci pro polohové vektory a souřadnice v něm použ́ıvané.
Existuj́ı dva typy těchto objekt̊u. Jednak to jsou polohové vektory pro objekty bud́ıćı
pole, v našem př́ıpadě vektor ~r0 = (x0, y0, z0) popisuj́ıćı polohu elementu vodiče dV , kterým
protéká proud o proudové hustotě ~i0. Polohové vektory a souřadnice bud́ıćıch prvk̊u maj́ı
index 0 a nazveme je materiálové.
Daľśım objektem je buzené magnetického pole. Polohové vektory pro buzené veličiny
jsou bez indexu a popisuj́ı bod, ve kterém veličiny popisuj́ıćı toto pole poč́ıtáme. Nazveme
je polńı polohové vektory. V našem př́ıpadě je to zejména magnetická indukce ~B, poč́ıtáme
ji v bodě o polohovém vektoru ~r = (x, y, z).
Názorně jsou oba typy souřadnic na obr. 3.8.1. Současně jsou uvedeny i veličiny potřebné












Obrázek 3.8.1: Biot-Savart̊uv zákon




~i(~r0) × (~r − ~r0)
|~r − ~r0|3
dV. (3.8.1)
Pro vektorový součin je použit symbol ’×’. Symbolem µo je označena permeabilita vakua,
µo = 4π.10
−7H/m. V Biot-Savartově zákonu je materiálový polohový vektor ~r0 použit pro
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určeńı objemového elementu dV , což je současně bod, v němž potřebujeme znát proudovou
hustotu ~i0(~r0). Polńı vektor ~r pak určuje bod, v němž poč́ıtáme př́ıspěvek k indukci d ~B(~r).
3.8.2 Magnetické pole vodiče obdélńıkového pr̊uřezu
Biot-Savart̊uv zákon aplikujeme na vodič obdélńıkového pr̊uřezu. Schematicky jsou tvar
vodiče a souřadná soustava znázorněny na obr. 3.8.2. Vodič má š́ı̌rku 2a ve směru osy X,
výšku 2b ve směru osy Y a délku 2L ve směru osy Z. Počátek souřadné soustavy je uprostřed
vodiče, viz obr. 3.8.2. Proud teče ve směru osy Z. Proudová hustota ~i má tedy směr kolmý









Obrázek 3.8.2: Vodič obdélńıkového pr̊uřezu
Nyńı můžeme rozepsat vztahy (3.8.1) podle složek magnetické indukce. Jelikož proudová

























kde I je celkový proud ve vodiči a S = 4ab je plocha jeho pr̊uřezu v rovině kolmé ke směru
proudu.
Výslednou magnetickou indukci ~B(~r) ve zvoleném bodě o polohovém vektoru ~r źıskáme
integraćı přes objem vodiče. V obecném př́ıpadě je nutno tuto integraci provést numericky.
Pokud chceme přesněǰśı výsledky, je třeba si rozdělit vodič na velký počet element̊u, řádově
desetitiśıce element̊u. Ovšem při velkém počtu element̊u nám porostou značně nároky na
výpočetńı výkon. V daľśım ukážeme, jak lze tento výpočet urychlit.
3.8.3 Magnetické pole tř́ı fázové soustavy
V této části ukážeme, jak lze vypoč́ıst rozložeńı magnetického pole tř́ı vodič̊u obdélńıkového
pr̊uřezu. Jelikož uvažujeme tř́ı fázovou rozvodnou soustavu, protékaj́ıćı proud v každé fázi
je posunut o 120◦. Jednotlivé fáze označ́ıme indexy 1, 2, 3 pro jednoduché programováńı.
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V praxi se s ohledem na historický vývoj použ́ıvá mnoha symbol̊u, (A,B,C), (R,S, T ),
(X,Y, Z), (L1, L2, L3). Pro proudy tekoućımi jednotlivými fázovými vodiči tedy plat́ı vztahy




I2 = I02 cos(ωt),





Magnetické pole bude superpozićı poĺı od všech tř́ı fáźı. Vodiče maj́ı š́ı̌rku 2a a výšku 2b
a jsou posunuty o vzdálenost d v ose X. V ose Y jsou vodiče ve stejné výšce, viz. obrázek
3.8.3. Proudové hustoty i01, i02, i03 jsou opět definovány vztahy (3.8.3). Předpokládáme rov-
noměrné rozložeńı proudu ve vodiči, i když v trojfázové soustavě muśı téci stř́ıdavý proud.
Pro ńızké frekvence je to však dosti přesně splněno.
K výpočtu opět použijeme Biot-Sawart̊uv zákon ve složkovém tvaru (3.8.2) a uprav́ıme


































iy01(x − (x0 − d))
R23
+









[(x − (x0 − d))2 + (y − y0)2 + (z − z0)2],
R2 =
√
[(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2],
R3 =
√
[(x − (x0 + d))2 + (y − y0)2 + (z − z0)2].
(3.8.6)
3.8.4 Rychlý výpočet magnetického pole masivńıch vodič̊u
V této části si ukážeme, jak podstatně zrychlit výpočet magnetického pole trojrozměrných
masivńıch vodič̊u, pokud se jedná o př́ımé vodiče konečné délky. Základem je Biot-Savart̊uv





~dr0 × (~r − ~r0)
|~r − ~r0|3
. (3.8.7)
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Snadněǰśı pochopeńı BS zákona nám dává následuj́ıćı obrázek 3.8.4 znázorňuj́ıćı použitou
geometrii.
Obrázek 3.8.4: Magnetické pole tenkého drátu obecného tvaru





dy0(z − z0) − dz0(y − y0)
√






dz0(x − x0) − dx0(z − z0)
√






dx0(y − y0) − dy0(x − x0)
√
[(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2]3
.
(3.8.8)
Uvažujme, že proud I protéká tenkým př́ımým drátem konečné délky 2L ve směru osy
Z, viz obr. 3.8.5. Pak pro materiálový vektor a jeho př́ırustek plat́ı
~r0 = (0, 0, z0),
d~r0 = (0, 0, dz0).
(3.8.9)

























S ohledem na válcovou symetrii lze uvažovat pouze rovinu Y, Z, tj. položit x = 0, viz










Obrázek 3.8.5: Magnetické pole tenkého drátu konečné délky
























Obrázek 3.8.6: Magnetické pole tenkého drátu — integrace podle úhlu
Snadněǰśı je provést integraci podle úhlu α na obr. 3.8.6. Proto přetransformujeme tento
integrál tak, aby byl závislý na elementu dα úhlu α. K transformaci mezi elementy dz0 a









y2 + (z − z0)2
. (3.8.13)
Ze vztahu (3.8.12) vyjádř́ıme souřadnici
z0 = z − y cotg α. (3.8.14)
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jelikož souřadnice y a z jsou konstanty. Vztahy (3.8.15), (3.8.12) a (3.8.13) dosad́ıme do













I (cosα2 − cosα1) . (3.8.16)
Úhly α1 a α2 jsou vysvětleny na obr. 3.8.7. Jeden z nich muśı být větš́ı nž 90
◦. Mı́sto








y2 + (L − z)2
,




= − L + z√
y2 + (L + z)2
.
(3.8.17)














(L + z)2 + y2
)
. (3.8.18)










Obrázek 3.8.7: Magnetické pole tenkého drátu — definice integračńıch meźı
Analogicky můžeme odvodit rovnici pro složku magnetické indukce By v rovině XZ.














(L + z)2 + x2
)
. (3.8.19)
Ostatńı dvě složky jsou v rovině XZ nulové.
V obecném bodě o polohovém vektoru ~r = (x, y) jsou vztahy pro obě složky magnetické
indukce složitěǰśı. Obě složky se odvod́ı z rovnice (3.8.10) a jsou funkćı třech proměnných:
Bx = Bx(x, y, z), By = By(x, y, z). Situaci v rovině XY znázorňuje obr. 3.8.8.





Obrázek 3.8.8: Složky magnetické indukce tenkého drátu
Symbolem B označme celkovou magnetickou indukci. Pak z obr. 3.8.8 pro jej́ı složky
plynou vztahy











kde β je úhel, který polohový vektor sv́ırá s vodorovnou osou a výsledná magnetická indukce
se svislou osou.
Pro celkovou indukci ve vztahu (3.8.20) plat́ı













x2 + y2 + (L + z)2
]
. (3.8.21)
Tento vztah lze snadno odvodit ze vztahu (3.8.18) nebo (3.8.19), uvědomı́me-li si, že sou-
řadnice y, resp. x, udávaj́ı vzdálenost bodu, v němž magnetickou indukci poč́ıtáme, od osy
drátu. V obecném př́ıpadě pak tyto souřadnice ve vztaźıch (3.8.18), resp. (3.8.19), nahrad́ıme
délkou polohového vektoru r =
√
(x2 + y2) a tak dostaneme vztah (3.8.21).
Kombinaćı vztah̊u (3.8.21) a (3.8.20) dostaneme konečný analytický výraz pro složky
magnetické indukce v obecném bodě













x2 + y2 + (L + z)2
]
,













x2 + y2 + (L + z)2
]
,
Bz(x, y, z) = 0.
(3.8.22)
Pro úplnost ještě uvedeme, jak lze źıskat analytický výraz př́ımou integraćı pomoćı
primitivńı funkce. Nyńı uvažujeme obecný př́ıpad, že drát je sice rovnoběžný s osou Z a
umı́stěn symetricky, avšak souřadnice jeho středu jsou (xd, yd, 0). Pak maj́ı výchoźı rovnice


























Integrand můžeme pro jednoduchost psát ve tvaru
f(zo) =
1
((x − xd)2 + (y − yd)2 + (z − zo)2)3/2
=
1
((z − z0)2 + Kxy)3/2
, (3.8.24)
kde konstanta Kxy je definována vztahem
Kxy = (x − xd)2 + (y − yd)2. (3.8.25)










(z − z0)2 + Kxy
. (3.8.26)
Po dosazeńı meźı −L a +L do primitivńı funkce (3.8.26) a při použit́ı vztah̊u (3.8.23)
dostaneme po jednoduchých úpravách analytický výraz pro složky magnetické indukce









(z − L)2 + Kxy
− z + L√
(z + L)2 + Kxy
]
,









(z − L)2 + Kxy
− z + L√




Umı́st́ıme-li drát do osy Z, tj. polož́ıme-li xd = yd = 0, pak tyto vztahy jsou identické se
vztahy (3.8.22), které byly odvozeny převážně z geometrických úvah. Dvě nezávislá odvozeńı
potvrzuj́ı správnost výsledných vztah̊u (3.8.27).
Pomoćı vztah̊u (3.8.27) lze poč́ıtat magnetickou indukci př́ımého masivńıho vodiče tak,
že se numericky integruje pouze přes jeho pr̊uřez. Pak vztahy (3.8.27) přecházej́ı na integrály
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(z − L)2 + Kxy
− z + L√
(z + L)2 + Kxy
]
dxddyd,















(z − L)2 + Kxy
− z + L√
(z + L)2 + Kxy
]
dxddyd,
Bz(x, y, z) = 0.
(3.8.28)
Pokud je proud ve vodiči rozložen rovnoměrně, źıská se proudová hustota tak, že celkový
proud vyděĺıme pr̊uřezem vodiče, viz též vztah (3.8.3).
Obecný postup předpokládá integraci přes objem. Proto je tato metoda minimálně o řád
rychleǰśı při výpočtech. Délka vodiče je totiž jeho největš́ı rozměr a tak vyžaduje nejv́ıce ele-
ment̊u. To nám též značně usnadńı práci při optimalizováńı rozměr̊u vodič̊u. Vztah (3.8.28)
byl použit téměř při všech výpočtech magnetické indukce. Pro úplnost uved’me, že obdobný
postup se často použ́ıvá, viz např. práci [23]
Pro ilustraci uvád́ıme na obr. 3.8.9 pr̊uběh magnetické indukce drátu s pr̊uřezem 10 x
50 mm, kterým protéká stejnosměrný proud 1000 A. Pr̊uběh je podél př́ımky rovnoběžné se
směrem proudu (osa Z), která lež́ı v r̊uzné vzdálenosti od osy vodiče.
Tuto vzdálenost udává parametr. Je použita logaritmická stupnice pro magnetickou
indukci. Je zobrazena pouze složka magnetické indukce By, složka Bx je v rovině y = 0
nulová. Podél drátu a v jeho relativńı bĺızkosti je indukce téměř konstantńı, za jeho konci
prudce klesá. Fyzikálně tento př́ıpad neńı realizovatelný (proud zač́ıná a konč́ı), nicméně
dobře popisuje pr̊uběh magnetické indukce pro polohy, které nejsou př́ılǐs bĺızko okraj̊u
vodiče.



























Obrázek 3.8.9: Magnetické pole masivńıho vodiče — pr̊uběh podél podélné osy
Poněkud názorněǰśı pr̊uběh magnetické indukce ve vektorové formě je na obr. 3.8.10. Jde
42 KAPITOLA 3. TEORIE
o tentýž př́ıpad jako na předchoźım obrázku. Vektory jsou v hlavńı rovině z = 0. Obrázek
odpov́ıdá fyzikálńım představám.














Position of cross section 0 m
Obrázek 3.8.10: Magnetické pole masivńıho vodiče — pr̊uběh v rovině kolmé k ose vodiče
Na obrázku je zaj́ımavý zrakový klam. Zdá se, že mř́ıžka neńı pravoúhlá, ale nepravidelná,
př́ıpadně mı́sty zešikmená. Pokud však pozorně sledujeme počátky vektor̊u, o pravidelnosti
a pravoúhlosti mř́ıžky neńı pochyb.
3.9 Magnetické pole př́ımého vodiče s vlivem skine-
fektu a v́ı̌rivých proud̊u
Při započ́ıtáváńı vlivu skinefektu se kombinuj́ı dva základńı vztahy
1. Vztah (3.8.28) pro výpočet pole př́ımého vodiče numerickou integraćı přes plochu
pr̊uřezu.
2. Vztah (3.6.19) pro skutečnou proudovou hustotu ve vodiči ovlivněnou skinefektem.
Ve vztahu (3.8.28) již neńı proudová hustota konstantńı, ale dosazuje se reálná složka prou-
dové hustoty io(xd, yd) pro zvolený bod pr̊uřezu o souřadnićıch (xd, yd), která se vypočte ze
vztahu (3.6.19). Výpočet proběhne prakticky stejně rychle jako pro konstantńı proudovou
hustotu, poněvadž nejv́ıce času spotřebuje numerická integrace.
Pokud je vodič osamocený, v́ı̌rivé proudy nemohou existovat. Je-li v jeho bĺızkosti jiný
vodič s fázově neposunutým pr̊uběhem proudu, nebo s proudem v protifázi, vliv v́ı̌rivých
proud̊u je nulový, pokud proud dosahuje extrému, maxima, či minima. Pak též vybuzená
magnetická indukce nabývá extrému, takže podle zákona elekromagnetické indukce je indu-
kované elektrické pole nulové,




viz třet́ı rovnice základńıch Maxwellových rovnic (3.2.1).
Jako ilustraci uvád́ıme na daľśıch dvou obrázćıch výpočet magnetické indukce na př́ımce
vedené těsně nad tř́ıfázovými vodiči se započteńım a nezapočteńım skinefektu. Vodiče jsou
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však zapojeny jednofázově, tj. aktivńı je jen středńı vodič. V každém okamžiku teče středńım
vodičem proud o určité intenzitě, krajńımi vodiči pak v každém okamžiku tečou polovičńı
proudy opačným směrem. Př́ıčný pr̊uřez vodič̊u se nezměnil, je 10 x 50 mm, délka je opět
2 m, avšak vzdálenost mezi středy vodič̊u je nyńı 102 mm. Maximálńı proud ve středńım
vodiči je 120 A a jeho frekvence čińı 1200 Hz, v souladu s následuj́ıćım experimentem.
Na obr. 3.9.1 je uvedena vodorovná složka magnetické indukce bez a se započteńım
skinefektu. Na obrázku jsou též naznačeny polohy vodič̊u. Skinefekt se při této frekvenci
poměrně výrazně projev́ı. Totéž plat́ı pro svislou složku magnetické indukce na obr. 3.9.2 .

















Magnetic induction above conductors, I
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Obrázek 3.9.1: Vliv skinefektu v jedné fázi, vodorovná složka magnetické indukce

















Magnetic induction above conductors, I
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Obrázek 3.9.2: Vliv skinefektu v jedné fázi, svislá složka magnetické indukce
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3.10 Magnetické pole trojfázové soustavy
Rovnice (3.8.28) lze též použ́ıt pro výpočet magnetického pole trojfázové soustavy, tj. pro
tři rovnoběžné vodiče obdélńıkového pr̊uřezu napájené ze tři fáźı. Vypočte se magnetická
indukce od jednotlivých fáźı, přičemž se muśı dosadit správná fáze proudu, viz vztahy (3.8.4),
a správná poloha vodiče, viz obr. 3.8.3. Pak se tyto tři hodnoty pro každou složku magnetické
indukce sečtou , viz též vztahy (3.8.5).
Pokud je oprávněný předpoklad, že proud je ve všech vodič́ıch rozložen rovnoměrně, ne-
vznikaj́ı žádné problémy. Pokud se při vyš́ıch frekvenćıch uplatńı jen skinefekt, lze postupo-
vat stejně jako u jednoho vodiče. To je jen v př́ıpadě, že vodiče jsou hodně od sebe vzdáleny.
Pokud se ale uplatńı v́ı̌rivé proudy, je výpočet nemožný, protože efekt v́ı̌rivých proud̊u
nelze popsat analyticky. To je zejména v př́ıpadě, že vodiče jsou bĺızko sebe. Zde nepomůže
podmı́nka extrému, poněvadž extrémy v jednotlivých fáźıch jsou v r̊uzných okamžićıch.
Nicméně skinefekt lze studovat i na trojfázové soustavě, proud ovšem zapoj́ıme jen jednu
fázi, nejlépe do středńıho vodiče. Pak v krajńıch vodič́ıch teče polovičńı proud s opačnou
fáźı a v́ı̌rivé proudy se v principu neuplatńı. Simulace tohoto př́ıpadu byla již uvedena dř́ıve
na obr. 3.9.1 a 3.9.2.
Pro ilustraci uvád́ıme na obr. 3.10.1 pr̊uběh magnetické indukce ve vektorovém tvaru pro
tři trojfázové vodiče. Pr̊uřez vodiče je 10 x 50 mm, vzdálenost mezi svislými osami vodič̊u
je 50 mm. Maximálńı proud je 1000 A. Vektory jsou v hlavńı rovině z = 0. Obrázek je pro
okamžik t = 0. Středńım vodičem teče maximálńı proud (směrem k pozorovateli), krajńımi
vodiči polovičńı proudy opačnými směry. Obrázek odpov́ıdá fyzikálńım představám. Při
výpočtu se předpokládala konstantńı proudová hustota. Výsledky tedy plat́ı pro ńızké frek-
vence. Jak uvid́ıme v kapitole Výsledky, je to pro frekvence minimálně do 200 Hz.














Position along Z axis: 0 m
Obrázek 3.10.1: Magnetické pole tř́ıfázové soustavy vodič̊u — pr̊uběh v rovině kolmé k
ose vodiče
3.11 Výpočet napět́ı na povrchu vodiče
V odvozeńı pr̊uběhu proudu v pravoúhlé tyči byl slabým mı́stem předpoklad o konstantńı
proudové hustotě na povrchu tyče. Nejlepš́ım ověřeńım je změřeńı úbytku napět́ı v r̊uzných
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polohách na povrchu. Jelikož úbytek napět́ı je malý, je nutno měřeńı provést na poměrně
velké vzdálenosti. Jelikož měřeńı prob́ıhá při stř́ıdavém proudu, vedle měřeného napět́ı se
do měř́ıćı smyčky indukuje v́ı̌rivé napět́ı, které může výsledek výrazně zkreslit, jelikož i při
všech opatřeńıch na jeho redukci plocha obklopená př́ıvodńımi vodiči nikdy neńı nulová.
Možné řešeńı je takové, že jednak změř́ıme napět́ı na vodiči, kde se sč́ıtá sledované napět́ı
s napět́ım v́ı̌rivým, jednak úsek vodiče odpoj́ıme a zkratujeme, č́ımž měř́ıme v́ı̌rivé napět́ı.
Detaily jsou v kapitole Experiment, část 4.6, zde provedeme teoretický výpočet.
Pro výpočet sledovaného napět́ı použijeme vztah
uv + ux = ud, (3.11.1)
kde uv je indukované napět́ı zp̊usobené v́ı̌rivými proudy, ux je skutečné napět́ı na vodiči a
ud naměřený úbytek napět́ı na vodiči. Obecně plat́ı
u = U0sin(ωt + ϕ), (3.11.2)
kde U0 je (maximálńı) amplitua, ω je úhlová frekvence a ϕ fáze.
Dosazeńım (3.11.2) do (3.11.1) dostaneme
Uv0 sin(ωt + ϕv) + Ux0 sin(ωt + ϕx) = Ud0 sin(ωt + ϕd). (3.11.3)
Jelikož plat́ı
sin(ωt + ϕx) = sin ωt cos ϕx + cos ωt sin ϕx, (3.11.4)
po dosazeńı (3.11.4) do (3.11.3) dostaneme
Uv0 sin ωt cos ϕv + Uv0 cos ωt sin ϕv + Ux0 sin ωt cos ϕx + Ux0 cos ωt sin ϕx =
= Ud0 sin ωt cos ϕd + Ud0 cos ωt sin ϕd.
(3.11.5)
Tyto rovnice uprav́ıme pro lepš́ı přehlednost
sin(ωt)(Uv0 cos ϕv + Ux0 cos ϕx) + cos(ωt)(Uv0 sin ϕv + Ux0 cos ωt sin ϕx) =
= sin(ωt)(Ud0 cos ϕd) + cos(ωt)(Ud0 sin ϕd).
(3.11.6)
Tyto rovnice muśı platit pro každý časový okamžik t, což lze zajistit jen tak, že koeficienty
u sin ωt a cos ωt se muśı rovnat. Tak z rovnice (3.11.6) dostaneme dvě rovnice:
Uv0 cos ϕv + Ux0 cos ϕx = Ud0 cos ϕd,
Uv0 sin ϕv + Ux0 sin ϕx = Ud0 sin ϕd.
(3.11.7)
Z nich můžeme vypoč́ıst hledané veličiny Ux0 a ϕx. Členy s těmito veličinami nejprve
převedeme na levou stranu
Ux0 cos ϕx = Ud0 cos ϕd − Uv0 cos ϕv,
Ux0 sin ϕx = Ud0 sin ϕd − Uv0 sin ϕv.
(3.11.8)




Ud0 sin ϕd − Uv0 sin ϕv
Ud0 cos ϕd − Uv0 cos ϕv
]
. (3.11.9)
Umocněńım prvńı a druhé rovnice (3.11.8), sečteńım a využit́ım vztahu sin2 x + cos2 x = 1
dostaneme vyjádřeńı pro Ux0 v tomto tvaru
Ux0 =
√
(Ud0 cos ϕd − Uv0 cos ϕv)2 + (Ud0 sin ϕd − Uv0 sin ϕv)2. (3.11.10)
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Kapitola 4
Experiment
Jak jsme zmı́nili, jediným jednoduchým zp̊usobem, jak prokázat vliv skinefektu a v́ı̌rivých
proud̊u, je měřeńı magnetického pole v okoĺı tř́ı fázových vodič̊u. Proto se v této části budeme
zabývat t́ım, jak toto magnetické pole budeme měřit, jaké použijeme měř́ıćı př́ıstroje, jak
budeme naměřená data ukládat pro daľśı využit́ı atd. Měřeńı magnetického pole v okoĺı
vodič̊u je kĺıčovým měřeńım, aparatura však byla použita i k základńım měřeńım obvodových
veličin a napět́ı na povrchu vodič̊u. Protože se jednalo o měřeńı v časové oblasti, bylo nutno
měřeńı automatizovat.
4.1 Celkové zapojeńı
Muśıme si uvědomit, že toto měřeńı neńı snadné. Pokud chceme měřit časově proměnnou
magnetickou indukci v prostoru vodič̊u, ve velkém počtu bod̊u, vyžaduje to automatizo-
vané měřeńı. Jinak by to bylo velice časově náročné. Proto budeme použ́ıvat takové měř́ıćı
př́ıstroje, které jdou připojit k osobńımu poč́ıtači, pomoćı něhož budeme zaznamenávat data
z měřeńı ”online”. K programováńı měř́ıćıch př́ıstroj̊u a záznamu dat použijeme software
MATLAB. Osobńı poč́ıtač připoj́ıme k těmto měř́ıćım př́ıstroj̊um pomoćı rozhrańı USB,
GPIB a LAN.
Obrázek 4.1.2 představuje celkový pohled na měř́ıćı aparaturu a následuj́ıćı obrázek 4.1.2
blokové schéma zapojeńı jednotlivých měř́ıćıch př́ıstroj̊u. Jako zdroj použijeme programo-
vatelný zdroj Chroma 61704 (PG), který je napájen z tř́ıfázové rozvodné śıtě. Tento zdroj
je připojen přes převodńık GPIB/USB k poč́ıtači. Tř́ıfázový výstup z programovatelného
zdroje je připojen na vstup proudových transformátor̊u (TPT), poněvadž potřebujeme źıskat
velké proudy na sekundárńım vynut́ı. Tyto transformátory lze na primárńı straně zapojo-
vat bud’ do hvězdy, nebo do trojúhelńıku, podle požadovaného výstupńıho proudu. Rovněž
transformátory obsahuj́ı odbočky, pomoćı kterých lze regulovat vstupńı napět́ı. Tyto trans-
formátory jsou speciálně vinuty tak, aby se dosáhlo při jejich zkratu maximálńıch proud̊u v
řádu několika tiśıc ampér.
Na tyto akčńı proudové transformátory jsou připojeny 3 měděné masivńı vodiče (DUT).
Lze je libovolně zaměnit za jiné, lze předevš́ım v určitém rozmeźı měnit vzdálenost mezi nimi.
Konce vodič̊u jsou opatřeny zkratem pomoćı měděných plech̊u. Sekundárńı vynut́ı je tedy
zapojeno do hvězdy. Na vodič́ıch jsou nasunuty měř́ıćı transformátory proudu (MT), které
jsou připojeny k měř́ıćımu analyzátoru Norma 5000 (M). Na tomto měř́ıćım analyzátoru lze
též měřit libovolná napět́ı.
K měřeńı vektoru magnetické indukce vně vodič̊u použijeme 3D Hallovu sondu (3DHP).
Výstup z této sondy je připojen na napět’ové vstupy analyzátoru Norma 5000. Sonda je
připevněna na 1D pozičńım systému (1DPS), který je poháněn krokovým motorem (SM).
Ten je připojen k AD převodńıku NiDaq (ADC), který ho ovládá.





















Obrázek 4.1.2: Blokové schéma aparatury
4.2 Popis měř́ıćıch př́ıstroj̊u
Měř́ıćı aparatura na obr. 4.1.1 a 4.1.2 obsahuje moderńı měř́ıćı př́ıstroje, jejichž základńı
parametry zde poṕı̌seme.
1. Programovatelný generátor Chroma 61704
Tento univerzálńı moderńı zdroj je velice vhodný pro naše experimenty. Zdroj je
napájen z tř́ıfázové rozvodné śıtě s proudovým výstupem 20 ampér na fázi. Frek-
venčńı rozsah lze nastavovat v rozmeźı 15 Hz až 1200 Hz. Výstupńı trojfázové napět́ı
lze měnit v plném rozsahu. Při dané frekvenci je to poměrně tvrdý zdroj, výstupńı
napět́ı málo klesá s rostoućım odeb́ıraným proudem [26]. Tato možnost se dá využ́ıt i
při testováńı experimentálńıho modelu na nestandardńı stavy, např. přechodné jevy.
V této práci jsme použili jen harmonický (sinusový) trojfázový výstup. Možnosti zdroje
jsou však nepoměrně větš́ı. Předevš́ım lze libovolně měnit úhel mezi fázemi, dále lze
v každé fázi nastavit jiné napět́ı. Lze tedy vytvářet libovolnou nesymetrickou harmo-
nickou trojfázovou soustavu.
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Omezeńı na harmonický pr̊uběh však neńı nutné, jsou zde ještě daľśı možnosti. Lze
požadovat libovolný časový pr̊uběh na výstupu. Základńı pr̊uběhy (obdélńık, pila atd.)
jsou přednastaveny, ostatńı je možno naprogramovat. T́ımto zp̊usobem lze mj. expe-
rimentálně simulovat poruchy.
2. Měř́ıćı analyzátor Norma 5000
Tento měř́ıćı př́ıstroj využ́ıváme pro jeho vysokou přesnost. Obsahuje čtyři napět’ové
vstupy do 1000 V a čtyři proudové vstupy do 10 A. Dokáže zaznamenávat navzorko-
vané pr̊uběhy s vysokou vzorkovaćı frekvenćı 1024 MHz. Tři napět’ové vstupy použ́ıvá-
me pro měřeńı výstupńıch napět́ı z 3D Hallovy sondy. Tři proudové vstupy použ́ıváme
k měřeńı fázových proud̊u ve vodič́ıch prostřednictv́ım měř́ıćıch transformátor̊u. Hod-
noty napět́ı z Hallových sond a proud̊u z měř́ıćıch transformátor̊u v software MATLAB
přepoč́ıtáváme na správné hodnoty pomoćı známých konstant.
3. AD převodńık NiDaq
Tento převodńık obsahuje 8 diferenčńıch nebo 16 unipolárńıch analogových vstup̊u s
rozsahem do 10 V. Vzorkovaćı rychlost analogových vstup̊u je 400Ks/s. Tyto vstupy
můžeme využ́ıt jako rezervu pro záznam napět́ı na vstupu a výstupu výkonových trans-
formátor̊u, které bud́ı proud ve studovaných vodič́ıch. Dále obsahuje 64 digitálńıch
vstup̊u a výstup̊u. Čtyři digitálńı výstupy použ́ıváme k ř́ızeńı krokového motoru.
4. Tři jednofázové transformátory
Použity jsou transformátory od firmy SVED Liberec s výkonem 3 KVA. Transformátory
jsou navrženy tak, abychom doćılili vysokého proudového zat́ıžeńı. Obsahuj́ı tyto
napět’ové odbočky na primárńım vinut́ı (0/400/420/441/463/486/510/536/563/590/
620/651). Pokud chceme sńıžit napět́ı na výstupu přepneme ze 400 voltového vinut́ı
na některé jiné libovolné. V našem př́ıpadě nemuśıme tyto odbočky použ́ıvat, protože
použ́ıváme programovatelný zdroj, na kterém můžeme nastavit libovolné vstupńı na-
pět́ı. Primárńı vinut́ı transformátor̊u můžeme libovolně přeṕınat mezi trojúhelńıkem
nebo hvězdou s vyvedeńım středu podle potřeby (podle požadavku na proudové za-
t́ıžeńı). Výstupńı napět́ı na sekundárńım vynut́ı je maximálně 1.5 V. Transformátory
jsou připevněny k rámu spolu s voltmetry a ovládaćımi přeṕınači.
5. 3D Hallova sonda
3D Hallova sonda pro měřeńı vektoru magnetické indukce se skládá ze tř́ı čip̊u oriento-
vaných v osách XY ZV̇še je zalito do pryskyřice, sonda má válcovitý tvar. Nevýhoda
je v tom, že čipy měř́ıćı jednotlivé složky magnetické indukce, nejsou přesně uprostřed
těla sondy kv̊uli jejich rozměr̊um. Proto je nutné při vyhodnocováńı výsledk̊u měřeńı
provádět korekci na polohu př́ıslušného čipu. Kompletńı rozměry 3D Hallovy sondy
jsou uvedeny v př́ıloze na přiloženém CD.
Originálńı zapojeńı má unipolárńı výstup a naměřené Hallovo napět́ı bylo nutno
odeč́ıst od referenčńıho napět́ı 2.5 V. Při měřeńı slabých poĺı, a tud́ıž i malých Hallových
napět́ı, což je pro tuto práci typické, byla měřená napět́ı a vypočtené magnetické
indukce zat́ıžena velkou chybou. Proto bylo pozměněno zapojeńı, výstupńı Hallovo
napět́ı bylo přivedeno př́ımo na vstup zesilovače v rozsahu -2.5 až 2.5 V v diferenciálńım
módu. Abychom byli v tomto zapojeńı schopni určit jaké napět́ı odpov́ıdá magnetické
indukci, byla zhotovena Helmholtzova ćıvka a pomoćı ńı měř́ıćı systém zkalibrován.
Takto určená převodńı konstanta umožnila spolehlivé měřeńı magnetické indukce v
řádu 100 µT. Pro porovnáńı poznamenejme, že zemské magnetické pole má typickou
hodnotu kolem 50 µT. Detaily jsou v práci [24].
6. Měř́ıćı transformátor
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K měřeńı vysokého proudu ve vodič́ıch použ́ıváme měř́ıćı transformátory od firmy
Energoinvest s proudovým rozsahem do 1500 A. Výstupńı proud je v rozsahu 0 až 5
A. Tř́ıda přesnosti je 0.5. Tyto měř́ıćı transformátory jsou nasunuty na všechny tři
měděné vodiče, abychom znali proudové zat́ıžeńı v každé fázi.
7. Pozičńı systém
Zde je využita část z lineárńıho posuvu A3 tiskárny. Prakticky lze posuvu využ́ıvat v
maximálńı délce necelých 400 mm. Pozice posuvu je ř́ızena z AD převodńıku Nidaq,
kde na jeho výstupy je připojen jednoduchý DA převodńık, který zajǐst’uje pohyb kro-
kového motorku a t́ım pohybuje i celým pozičńım systémem, na kterém je umı́stěna
3D Hallova sonda. Při čtyř pulzńım ř́ızeńı krokového motoru je vzdálenost mezi sou-
sedńımi pozicemi měř́ıćı sondy 0.8 mm.
8. Masivńı vodiče.
Jsou zde použity 3 měděné vodiče zapojené do hvězdy, dlouhé 2 metry s pr̊uřezem
5 x 40 mm. Zkrat je vytvořen z měděných pásku. Vodiče jsou propojeny s výkonovými
transformátory rovněž měděnými pásky. Důvodem je možnost nastavováńı rozteče
mezi vodiči v určitém rozmeźı.
4.2.1 Vliv frekvence na výstupńı proudy
Jedinou vadou měř́ıćı aparatury byla frekvenčńı závislost velkých proud̊u ve vodič́ıch. S
rostoućı frekvenćı maximálńı proud ve vodič́ıch výrazně klesal. To nepř́ıjemně ovlivňovalo
měřeńı, poněvadž skinefekt se nejvýrazněji projevoval při nejvyšš́ı frekvenci. Při této frek-
venci však tekl nejnižš́ı proud, magnetická indukce byla nejslabš́ı a tud́ıž byla výrazně
zat́ıžena chybou pocházej́ıćı zejména od šumu a rušeńı.
Experimentálńı frekvenčńı závislost výstupńıho proudu při konstantńım napět́ı na pri-


































Obrázek 4.2.1: Závislost proud̊u ve vodič́ıch na frekvenci.
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Tento jev lze připsat, jak vlastnostem trojfázového zdroje Chroma, tak výkonovým trans-
formátor̊um, které vytvářej́ı vysoký proud na výstupu. Pokud by mohly být považovány za
ideálńı, přenos proud̊u a napět́ı by byl frekvenčně nezávislý. Připomeňme, že u ideálńıho
transformátoru se předpokládá, že magnetický obvod je lineárńı, primárńım i sekundárńım
vinut́ım procháźı tentýž magnetický tok, což znamená, že koeficient vazby je roven jedné.
Nejpř́ısněǰśım požadavkem je nekonečná indukčnost primárńı ćıvky. U reálných transformátor̊u
se může projevit právě vstupńı indukčnost. S rostoućı frekvenćı roste impedance na primáru
a primárńı proud klesá. To může zp̊usobit pokles proudu na sekundáru.
S ćılem zjistit chováńı transformátor̊u jsme provedli měřeńı frekvenčńı závislosti pri-
márńıch i sekundárńıch proud̊u při konstantńım napět́ı na primáru. Z nich jsme vypoč́ıtali
přenos proudu, který je v horńı části obr. 4.2.2. Z pr̊uběhu je zřejmé, že přenos proudu s
rostoućı frekvenćı klesá, transformátor tedy neńı zdaleka ideálńı. V okoĺı frekvence 50 Hz
je však přenos proudu zhruba konstantńı, možná že transformátor byl navržen jen pro tuto
úzkou frekvenčńı oblast.
S ćılem porovnat vliv primáru jsme sestavili velmi jednoduchý náhradńı obvod trans-
formátoru. Na pimáru je paralelńı kombinace indukčnosti 0.15 H a odporu 200 Ω. K nim je
připojen ideálńı transformátor, avšak s frekvenčně závislým přenosem proudu podle grafu
v horńı části obr. 4.2.2. Porovnáńı naměřeného a teoreticky vypočteného proudu z tohoto
velmi jednoduchého modelu je v dolńı části 4.2.2. Při ńızkých frekvenćıch je teoretický
proud vyšš́ı. To nepřekvapuje, při ńızkých frekvenćıch se projevuj́ı materiálová omezeńı u
všech transformátor̊u. Při vyšš́ıch frekvenćıch si křivky poměrně dobře odpov́ıdaj́ı. Výkonové
transformátory jsou asi hlavńı př́ıčinou ńızkých proud̊u při vysokých frekvenćıch. Mohou zde
hrát roli ale i daľśı do modelu nezahrnuté jevy. Předevš́ım to jsou ztráty zp̊usobené v́ı̌rivými
proudy v jádře, které rostou se čtvercem frekvence. Jedńım z řešeńı je použ́ıt tenč́ı př́ıpadně
kvalitněǰśı plechy. Ty mohou zp̊usobit pokles přenosu proudu. Chybu u výkonových trans-


















































Obrázek 4.2.2: Experimentálńı a teoretická frekvenčńı závislost proudu u výkonového
transformátoru
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Ke zvýšeńı výstupńıho proudu při vysokých frekvenćıch, by se daly využ́ıt odbočky na
primárńım vinut́ı. Použijeme-li např. jen vinut́ı mezi svorkami 400 a 620 V, bude počet závit̊u
zhruba polovičńı. Indukčnost primárńıho vinut́ı klesne teoreticky čtyřikrát, primárńı proud
čtyřikrát vzroste. Je nutno započ́ıst, že přenos proudu klesne dvakrát, takže sekundárńı
proud by měl být dvojnásobný. Prakticky je nutno postupovat při ověřováńı této možnosti
opatrně, aby nedošlo k poškozeńı zdroje Chroma či transformátoru.
4.3 Měřeńı magnetického pole ve třech fáźıch
Předmětem hlavńıho studia jsou tři masivńı vodiče, které napáj́ıme třemi fázovými napět́ımi.
Ke kompletńımu studiu všech veličin použ́ıváme př́ıstroje vyjmenované v části 4.2. Předběž-
nými experimenty v trojfázovém systému bylo zjǐstěno, že účinek povrchových jev̊u (v́ı̌rivých
proud̊u a skinefektu) je prokazatelný při všech frekvenćıch.
Velikost povrchových jev̊u studujeme ve frekvenčńım pásmu napájećıho proudu v rozmeźı
od 15 Hz do 1,2 kHz. Maximálńı proud, který vodiči protéká, se podle použité frekvence
měńı od 1500 do 250 A. Vektorové stř́ıdavé magnetické pole se prostřednictv́ım magnetické
indukce měř́ı na vybrané úsečce, která je těsně nad horńım povrchem vodič̊u, (viz obr. 4.3.1),
pomoćı 3D Hallovy sondy. Měř́ı se v časové oblasti s poměrně vysokou vzorkovaćı frekvenćı
přes několik period. Všechna naměřená data (vzorky) jsou uložena do paměti poč́ıtače.
Pozice sondy ve směru osy X je ř́ızena poč́ıtačem. Pozice ve směru osy Y je libovolně







Obrázek 4.3.1: Pozičńı systém pro 3D Hallovu sondu
Předběžné zpracováńı dat ukázalo, že se výrazně uplatńı v́ı̌rivé proudy, které překryj́ı
projevy skinefektu. Protože nám šlo předevš́ım o ověřeńı rozložeńı proudové hustoty podle
podrobně rozpracovaného modelu, museli jsme měřeńı pozměnit. Předevš́ım bylo nutno bu-
dit jen jednu, a to prostředńı fázi. T́ım se ve středńım vodiči eliminuj́ı v́ı̌rivé proudy bu-
zené vnucenými proudy v krajńıch vodič́ıch. Krajńımi vodiči však tekou proudy zpět o
polovičńı intenzitě, které ve středńım vodiči opět vytvářej́ı v́ı̌rivé proudy, i když slabš́ı. K
jejich sńıžeńı se v aparatuře krajńı vodiče oddáĺı na maximálńı možnou vzdálenost. Třet́ım,
a nejúčinněǰśım opatřeńım bylo použ́ıvat hodnoty při maximu bud́ıćıho proudu ve středńım
vodiči. Pak je jeho derivace nulová a v́ı̌rivé proudy teoreticky neexistuj́ı. Prvńı dvě opatřeńı
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byla experimentálńı a jsou popsána podrobněji ńıže, třet́ı softwarové, které je popsáno v
kapitole Výsledky, část 7.4.3.
4.4 Měřeńı magnetického pole v jedné fázi
Zde podáme poněkud konkrétněǰśı informace. Pro studováńı skinefektu jsme použili jedno-
fázový systém. Problém u jednotlivého vodiče je ten, že pokud měřený objekt doplńıme
smyčkou, tak proud muśı téct v opačném směru v určitém mı́stě v prostoru. Muśıme tuto
část vodiče umı́stit do značné vzdálenosti od měřeného objektu a to je v našich podmı́nkách
nereálné.
Proto použijeme 3 př́ımé vodiče v aparatuře vzdálené od sebe 9.8 cm, což je př́ıpustné
maximum. Napáj́ıme pouze prostředńı vodič, fáze dva. Proud se nám vraćı zpět ve dvou
sousedńıch vněǰśıch vodič́ıch, tedy ve fázi jedna a tři. Proud tekoućı v krajńıch fáźıch má
stejnou amplitudu a stejnou fázi. Oproti proudu ve středńım vodiči je to fáze opačná. Z
toho vyplývá symetričnost v̊uči prostředńı fázi.
Na prostředńı fázi nastavujeme pro zvolené frekvence napět́ı takové, abychom nepřesáhli
proudový rozsah měř́ıćıho transformátoru. Snaž́ıme se, aby v prostředńı fázi tekl proud okolo
1500A. Tuto hodnotu nastavujeme úměrným vstupńım napět́ım. Ovšem pro vyšš́ı frekvence
nedokážeme nastavit proud v prostředńı fázi na přibližnou hodnotu 1500 A, jelikož jsme
už na maximu napět’ového rozsahu programovatelného zdroje Chroma. To má za následek
pokles proudu, a t́ım i sńıžeńı magnetické indukce nad vodiči. To jsme již popsali v části
4.2.1.
Naměřená data magnetické indukce jsou značně zkreslena šumem. Proto je nutné, data
nejprve upravit tak, aby se s nimi mohlo dále pracovat, což je popsáno v kapitole Výpočty,
sekce 5.1.3.
4.5 Spolehlivé měřeńı skinefektu
Zpracováńı dat z měřeńı v jedné fázi, ale v trojfázovém uspořádáńı podle části 4.4, ukázalo,
že v́ı̌rivé proudy se opět uplatńı, i když nepoměrně slaběji. Optimálńı řešeńı by bylo vést
zpětný vodič alespoň ve vzdálenosti 1 m od vodiče studovaného. Experimentálńı realizace
však naráž́ı na technické pot́ıže. Vlastńımi prostředky se nepodařilo dosáhnout dostatečných
proud̊u, takže naměřené výsledky nelze spolehlivě zpracovat a posoudit.
4.6 Veličiny na povrchu vodiče
Daľśım poměrně snadno realizovatelným měřeńım je měřeńı úbytku napět́ı na povrchu vodiče
mezi dvěma body, které jsou ve stejné vzdálenosti od hrany vodiče. Lze to provést např.
jehlovými sondami.
Sada sond obsahovala šest odpružených pozlacených hrot̊u, které byly umı́stěny na
úsečce, viz obr. 4.6.1. Rozteč špiček hrot̊u je 2.5 mm. Na konce těchto hrot̊u byl napájen
svazek ethernetového kabelu, jelikož je kroucený a tak lépe odolává rušeńı. Měřeńı jsme
provedli pouze na hrotech 1, 3 a 5.
Na obrázku 4.6.1a si můžeme prohlédnout konstrukci a umı́stěńı měř́ıćıch hrot̊u. Napět́ı
se měřilo mezi dvěma sondami, které byly od sebe vzdáleny 1 m, viz. obrázek 4.6.2. Zpětný
svazek vodič̊u od vzdálené sondy byl připevněn na studovaný vodič z d̊uvodu omezeńı in-
dukovaného napět́ı minimalizaćı plochy v uzavřené měř́ıćı smyčce. Veškeré př́ıvodńı vodiče
pro měřeńı napět́ı jsme se snažili do sebe zakroutit a nevytvářet tak zbytečně smyčky, viz.
obrázek 4.6.2.
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Poměrně rozsáhlý experiment byl proveden v zapojeńı s buzeńım proudu v jedné pros-
tředńı fázi. Problém je v tom, že na měř́ıćım př́ıstroji se měř́ı vektorový součet hledaného
úbytku napět́ı na masivńım vodiči a napět́ı, které časově proměnné magnetické pole indu-
kuje ve smyčce tvořené úsekem masivńıho vodiče a př́ıvodńımi vodiči. S ćılem odstranit
indukované napět́ı v měř́ıćı smyčce je nutné jej nejprve změřit. Proto jsme provedli tři typy
měřeńı:
1. Měřeńı úbytku napět́ı na masivńım vodiči. Sondy se umı́stily kolmo na protékaj́ıćı
proud a rovnoběžně s nejdeľśı stranou měděného vodiče. Měřili jsme zde tři úbytky
napět́ı na třech úsečkách.
2. Měřeńı napět́ı naprázdno. Tato orientačńı část měla zjistit, jak velké rušeńı se naindu-
kuje do př́ıvodńıch kabel̊u. Sondy byly odizolovány od vodiče polyamidovou podložkou,
viz obr. 4.6.1b.
3. Měřeńı indukovaného napět́ı vyvolaného časově proměnným magnetickým polem ve
smyčce. V této části jsme měřili indukované napět́ı ve smyčce, která by měla být
identická se smyčkou v části 1, ale odizolovaná od masivńıho vodiče. Prakticky to
znamenalo odizolovat obě sady sond od vodiče a zkratovat je tak, aby se plocha obklo-
pená smyčkou nezměnila. Vyzkoušeli jsme několik možnost́ı: volný vodič, tuhý drát a
měděný pásek s izolaćı, který se projevil jako nejvhodněǰśı řešeńı. Sondy se umı́stily
na měděný pásek, který se nalepil na povrch vodiče. Pásek od vodiče byl odizolován z
obou stran povrchu a konce se odizolovaly z jedné strany podle umı́stěńı dosedaj́ıćıch
hrot̊u. T́ımto zp̊usobem jsme źıskali smyčku a dokázali změřit nežádoućı indukované
napět́ı.
(a) (b)
Obrázek 4.6.1: Sonda pro měřeńı napět́ı na povrchu masivńıho vodiče – a) Umı́stěńı hrot̊u
b) Odizolováńı hrot̊u od vodiče
V experimentu jsme použili tutéž aparaturu jako pro měřeńı magnetického pole s bu-
zeńım jen středńıho vodiče. Měřeńı bylo v časové oblasti. Měřili jsme tři napět́ı mezi př́ı-
slušnými hroty sond. Rovněž jsme měřili výstupńı proud ve všech fáźıch, abychom mohli
zjǐst’ovat fázový posun napět́ı v̊uči proudu. K měřeńı výstupńıch napět́ı a proud̊u jsme použili
měř́ıćı př́ıstroj Norma 5000. Jako generátor zde byl použit programovaćı zdroj Chroma
61704.
Všechna tato př́ıpady měřeńı jsme prováděli pro vybrané frekvence 15, 45, 135, 405, 1200
Hz při vzdálenosti sond rovné 1 m. Výstupńı zkratový proud byl nastaven na konstantńı
hodnotu pro všechny zvolené frekvence. Jelikož pro frekvenci 1200 Hz byl maximálńı zkra-
tový proud Imax = 110A, ostatńı bud́ıćı napět́ı pro zbylé frekvence se musely tomuto omezeńı
přizp̊usobit a to podle tabulky 4.6.1.
Zpracováńı dat a orientačńı obrázky jsou v kapitole Výpočty, část 5.1. Důležité výsledky
jsou v kapitole Výsledky, část a diskuse k nim následuje ve stejnojmenné kapitole.
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Obrázek 4.6.2: Pohled na umı́stěńı sond a př́ıvodńıch vodič̊u
Tabulka 4.6.1: Bud́ıćı primárńı napět́ı
Frekvence [Hz] 15 45 135 405 1200
Bud́ıćı napět́ı [V] 11 16,6 38,7 106,4 300
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Kapitola 5
Výpočty
Důležitou součást́ı práce byly výpočty. Jednak sloužily k názornému zobrazeńı a pochopeńı
výsledk̊u źıskaných v teoretické části, jednak byly nutnou operaćı při úpravě a zpracováńı
digitálńıch signál̊u, které byly výstupem experimentu. V této části začneme právě popi-
sem základńıho zpracováńı experimentálńıch soubor̊u, pak se stručně zmı́ńıme o výpočtu a
zobrazeńı pr̊uběhu poĺı ovlivněných skinefektem, zejména uvnitř pravoúhlé tyče a nakonec
podrobněji pojednáme o výpočtu vněǰśıho magnetického pole masivńıho vodiče a tř́ıfázové
soustavy za r̊uzných podmı́nek. Dodáme též část zabývaj́ıćı se měřeńım úbytku elektrického
napět́ı v r̊uzných polohách, vzhledem k hraně, na povrchu masivńıho vodiče.
Podobně, jako v teoretické části, budou zde v grafické formě uvedeny ilustrativńı výsledky.
Podrobněǰśı prezentace všech zaj́ımavých a významných výsledk̊u bude ve stejnojmenné ka-
pitole Výsledky.
5.1 Úprava signál̊u
Všechna měřeńı byla provedena v časové oblasti. Jinak to asi ani nebylo možné, poněvadž
pracujeme se stř́ıdavými proudy. Po nastaveńı parametr̊u experimentu byl při konstantńı
frekvenci digitálně nasńımán určitý časový úsek dat, která obsahovala pr̊uběh nastavených
harmonických proud̊u, jako bud́ıćıch veličin, a pr̊uběh napět́ı (př́ımo měřených nebo z 3D
Hallovy sondy) jako odezvu. Vzorkovaćı frekvence byla vždy natolik vysoká, že rozd́ıl mezi
sousedńımi vzorky byl malý. Data tak bylo možno v prvńım přibĺıžeńı pokládat za spojitá.
Doba sńımáńı (neboli počet sejmutých vzork̊u) byla nastavena tak, že při kterékoliv
bud́ıćı frekvenci byl sejmut zhruba stejný počet period. Zpravidla to bylo kolem deseti.
Počátečńı okamžik sńımáńı bez daľśıch opatřeńı, který jsme nepoužili, byl zcela náhodný.
Pro porovnáńı jednotlivých sejmutých pr̊uběh̊u bylo nejprve nutno naměřená data synchro-
nizovat.
Protože byla měřena poměrně ńızká napět́ı, v řádu mV, daľśım problémem bylo od-
straněńı rušivých signál̊u a šumu. Jako největš́ı zdroje rušivého signálu byla zejména výko-
nová śıt’ 50 Hz, dále pak p̊usobeńı sṕınaných zdroj̊u. O řešeńı těchto problémů pojednáváme
dále.
5.1.1 Synchronizace
K synchronizaci byl použit bud́ıćı proud, poněvadž ten nabývá velké hodnoty stovky ampér,
takže byl zat́ıžen šumem a rušeńım nepatrně. Počátečńı čas vybraného úseku byl źıskán
jako prvńı vzestupný pr̊uchod nulou. Jednoduchý algoritmus byl založen na dvou po sobě
následuj́ıćıch postupech. Prvńı část spoč́ıvala v tom, že od počátku dat byly v naměřeném
souboru dat porovnávány sousedńı hodnoty. Index prvńıho vzestupného pr̊uchodu nulou byl
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stanoven z podmı́nky, že levý vzorek (prvńı z dvojice) má nekladnou hodnotu a pravý vzorek
(druhý z dvojice) má hodnotu nezápornou. S ćılem źıskat maximálńı rozsah byl konečný čas
úseku zjǐst’ován jako posledńı vzestupný pr̊uchod nulou a to tak, že sousedńı vzorky byly
porovnávány od konce naměřených dat směrem k počátku. Podmı́nka nyńı byla opačná,
levý vzorek (druhý z dvojice) má nekladnou hodnotu a pravý (prvńı z dvojice) nezápornou.
Chyba takto určeného okamžiku vzestupného pr̊uchodu nulou dosáhla v nejhorš́ım př́ı-
padě délky vzorkovaćı periody. Jelikož byla použita vysoká frekvence vzorkováńı, tato chyba
byla zanedbatelná. Interpolaćı bylo samozřejmě možné určit tento okamžik přesněji, z výše
uvedeného d̊uvodu jsme ji však nepoužili.
Př́ıklad vyř́ıznutého úseku je na obr. 5.1.1. Naměřený úsek obsahuje téměř deset period,
počátečńı a konečná fáze jsou však náhodné. Po oř́ıznut́ı se k daľśımu zpracováńı použilo
devět period. Vybraný úsek má tu výhodu, že zač́ıná a konč́ı stejnou fáźı, které př́ısluš́ı
nulová hodnota a kladná derivace1. Pro zřetelnost byl na obrázku 5.1.1 vybraný úsek zvětšen
ve směru svislé osy.
















Obrázek 5.1.1: Vyř́ıznut́ı přesně definovaného úseku dat
Takto źıskané indexy pak posloužily k výběru stejného úseku v sejmutém časovém
pr̊uběhu závislých veličin, kterými jsou např. napět́ı a magnetická indukce. Poněvadž se
jedná o digitálńı data sejmutá z jednoho př́ıstroje, počátečńı časové okamžiky souhlaśı,
pokud ovšem zanedbáme skutečnost, že pr̊uběhy jsou sńımány postupně, tedy následuj́ıćı
pr̊uběh je poněkud zpožděn oproti předchoźımu. Poněvadž se jednalo maximálně o čtyři
měřené časové pr̊uběhy, toto zpozděńı bylo možné zanedbat proti vzorkovaćı periodě. Takže
můžeme ř́ıci, že počátečńı indexy zajist́ı, že všechny sejmuté veličiny zač́ınaj́ı ve stejné fázi
a zásluhou koncových index̊u ve stejné fázi i konč́ı. To mimo jiné umožńı velmi jednoduše
posoudit v časové oblasti fázový vztah měřených napět́ı a magnetické indukce vzhledem k
bud́ıćımu proudu.
5.1.2 Rozmazáváńı spektra
Podmı́nka nulové hodnoty bud́ıćıho proudu nebyla pro následné zpracováńı nutná, posky-
tovala však větš́ı pohodĺı. Nutná byla ale podmı́nka celého počtu period pro aplikaci rychlé
Fourierovy transformace, FFT. Důsledky nesplněńı této podmı́nky ukazuje tento př́ıklad.
1Tato derivace se chápe jako derivace zprava na počátku úseku a derivace zleva na jeho konci.
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Poněvadž bylo sejmuto s dosti velkou přesnost́ı deset period, úseky vybrané od počátku dat
v rozsahu 10, 20, 30 procent atd. z celkové délky naměřených dat obsahuj́ı jednu, dvě, tři
atd. periody. Naproti tomu úseky relativńı délky 15, 25, 35 procent atd. maj́ı o polovinu
periody nav́ıc, viz obr. 5.1.2 2.
























Freq. 45 Hz, range 15.0 %












Freq. 45 Hz, range 30.0 %












Freq. 45 Hz, range 35.0 %
Obrázek 5.1.2: Vybrané úseky v časové oblasti
Aplikujeme-li na tyto pr̊uběhy FFT, dostaneme spektra podle obr.5.1.3. Na tomto ob-
rázku jsou porovnány dvě skupiny amplitudového spektra, v levé části se jedná o 10 a 15
procent délky signálu, vpravo je to pro 30 a 35 procent.



















Spectrum of different data range, frequency 45 Hz
Obrázek 5.1.3: Amplitudové spektrum pro r̊uzné délky časového pr̊uběhu
Z tohoto obrázku je zřejmé, že pokud se zpracovává celý počet period (jedna nebo tři), má
amplitudové spektrum jedno ostré maximum. Jako vedleǰśı výsledek je př́ıznivá skutečnost,
že generátor produkuje kvalitńı harmonický pr̊uběh a daľśı obvody jej zkresĺı jen nepatrně.
Pokud se přidá p̊ul periody nav́ıc, je spektrum hodně rozmazané. To je zřejmé z pravých
část́ı dvou úsek̊u na obr. 5.1.3 pro 15 a 35 procent celkové délky signálu. Ještě dodáme, že
2Jsou použita data pro napět́ı na povrchu vodiče, pro proud by však byl výsledek analogický.
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amplitudové spektrum nezáviśı na počátečńı fázi, ta se projev́ı až ve fázovém spektru. To
však zde z prostorových d̊uvod̊u neuvád́ıme.
Rekonstrukce pr̊uběhu v časové oblasti vysvětluje rozd́ılné chováńı amplitudového spek-
tra. V časové oblasti se muśı datový úsek, na který byla aplikována FFT, periodicky opakovat
bez ohledu na to, jak vypadá originál. Dvě sousedńı periody pro spektrum na obr.5.1.3 jsou
na obr. 5.1.4. Při volbě délky úseku rovné násobku periody je časový pr̊uběh harmonický,
levá část obr. 5.1.4. Pokud přidáme p̊ul periody, harmonický pr̊uběh je narušen, pravá část
obr. 5.1.4. Amplitudové spektrum je pak pro tento časový pr̊uběh komplikovaněǰśı.











Reconstruction for range 10.0 %












Reconstruction for range 15.0 %

























Reconstruction for range 35.0 %
Obrázek 5.1.4: Rekonstrukce časového pr̊uběhu ze spektra
Pokusy pro rostoućı počet period ukázaly, že ke zhruba stejnému rozmazáńı spektra
docháźı bez ohledu na počet zvolených period. Neplat́ı tedy představa, že na úseku obsa-
huj́ıćım velký počet period již na oř́ıznut́ı nezálež́ı, nebo zálež́ı jen málo. Z toho také plyne,
že stejně nešt’astný je postup doplňováńı nul, aby se źıskala chyběj́ıćı část naměřených dat
do počtu mocnina dvou.
Pro úplnost dodejme, že k vyhlazeńı spektra se použ́ıvá váhová funkce v časové ob-
lasti. Existuje velký počet těchto funkćı, pro naše účely maj́ı však společnou nevýhodu, že
zkresĺı (sńıž́ı) amplitudu signálu na počátku a konci vyšetřovaného pr̊uběhu. Proto jsme
tuto možnost podrobně nezkoumali.
5.1.3 Redukce rušeńı a šumu
Existuje řada chytře vymyšlených a r̊uzně složitých metod k redukci těchto jev̊u. Z prak-
tických d̊uvod̊u jsme se však omezili na dvě nejjednodušš́ı možnosti:
1. Metoda klouzavého pr̊uměru.
2. Metoda Fourierovy transformace.
Metoda klouzavého pr̊uměru je rychlá, má však několik nevýhod.
1. Předevš́ım je třeba zkusmo nastavovat počet pr̊uměrovaných vzork̊u.
2. Bez daľśıch opatřeńı se rozsah vyšetřované časové oblasti zkrát́ı o počet vzork̊u. Tomu
lze zabránit posunut́ım źıskaných hodnot. Neńı to však jednoduché.
3. Klouzavým pr̊uměrem se také zkresĺı hledaný pr̊uběh. Stává se v́ıce plochým, detaily
jsou méně zřetelné. Č́ım větš́ı počet vzork̊u se použije, t́ım je zkresleńı větš́ı.
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I když jsme v počátečńı fázi klouzavý pr̊uměr použ́ıvali, nakonec jsme přešli k metodě
Fourierovy transformace, která se v systému MATLAB nav́ıc aplikuje velmi jednoduše.
Pouze je nutno vźıt v úvahu, že v komplexńım výstupńım spektru má stejnosměrná složka
index 1 a prvńı harmonická index 2. Jako př́ıklad uvedeme odstraněńı šumu pro poměrně
malé indukované napět́ı při ńızké frekvenci 15 Hz. Nejd̊uležitěǰśı část (z hlediska podstatné
informace) jeho amplitudového spektra je na obr. 5.1.5.
Ve spektru na obr. 5.1.5 je dominantńı devátá harmonická, poněvadž je zpracováno
přesně devět period. Výrazná je též stejnosměrná složka (o indexu 1). Maximálńı harmonická
a stejnosměrná složka slouž́ı k rekonstrukci měřeného pr̊uběhu. Výsledek je na obr. 5.1.6.
Složka napět́ı o frekvenci 15 Hz spolehlivě odpov́ıdá naměřenému pr̊uběhu.
Naměřený pr̊uběh je silně zašuměn. Šumové složky nejsou v amplitudovém spektru na
obr. 5.1.5 zřetelné, poněvadž jsou jednak slabé, jednak maj́ı zpravidla podstatně vyšš́ı frek-
vence. Pokud frekvenčńı oblast rozš́ı̌ŕıme a šumové složky zd̊urazńıme, jak je tomu na obr.
5.1.7, zjǐst’ujeme, že nemůžeme přesně identifikovat polohu maximálńı harmonické. Tento
obrázek potvrzuje, že šum a rušeńı jsou všudypř́ıtomné. Ke zvýrazněńı šumu byly stej-
nosměrná složka a maximálńı amplituda sńıženy dvacetkrát. Ostatńı harmonické jsou beze
změny. To se nakonec pozná i ze stupnice na svislé ose, porovnáme-li obr. 5.1.5 a 5.1.7.
Tato metoda současně redukuje i rušivé signály, poněvadž ve spektru, jako např. na
obr. 5.1.5, vynuluje všechny rušivé harmonické a ponechá jen ty užitečné, v našem př́ıpadě
devátou harmonickou a stejnosměrnou složku. Spektrálńı složky užitečného signálu a rušeńı
však muśı být odlǐsné. Muśı se lǐsit alespoň o jednu harmonickou.
















Actual amplitude spectrum of loop volltage at frequency 15 Hz
Obrázek 5.1.5: Amplitudové spektrum reálného signálu — kĺıčové informace
Tato selektivńı filtrace však naraźı na pot́ıže, pokud jde o rušeńı od energetické śıtě. Toto
rušeńı se může, při souhlasu frekvenćı, přič́ıst k užitečným harmonickým vyšetřovaného
pr̊uběhu. Abychom se vyhnuli silnému rušeńı z této śıtě, volili jsme frekvence bud́ıćıho
proudu tak, aby nebyly bĺızkým násobkem frekvence 50 Hz. Zpravidla jsme použili logarit-
mickou řadu 15, 45, 135, 405 a 1200 Hz.
5.2 Výpočet a prezentace skinefektu
Důležitý je pro daľśı výpočty skinefekt v tyči obdélńıkového pr̊uřezu. Po programátorské
stránce se jedná jen o výpočet komplexńı funkce dvou proměnných, což lze v systému
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Obrázek 5.1.6: Rekonstrukce časového pr̊uběhu












Detailed amplitude spectrum of loop volltage at frequency 15 Hz
Obrázek 5.1.7: Amplitudové spektrum reálného signálu v širš́ı frekvenčńı oblasti
MATLAB provést velmi snadno. Pro źıskáńı dobré představy o pr̊uběhu elektromagne-
tických veličin v tyči je však nutná jasná a kvalitńı grafická prezentace výsledk̊u. Poněvadž
se jedná o dvě nezávisle proměnné, možnosti jsou relativně omezené. MATLAB nab́ıźı dvě
jednoduchá a typická zobrazeńı:
1. Plošný graf, 2D zobrazeńı. Nezávisle proměnné x, y jsou v rovině. V prostoru, jako
třet́ı souřadnice z jsou hodnoty závisle proměnné, které generuj́ı plochu.
2. Parametrický graf, 1D zobrazeńı. Voĺı se několik typických hodnot jedné z proměnných,
která je parametrem. Pro ně se vypoč́ıtaj́ı pr̊uběhy pro jemné rozděleńı druhé nezávisle
proměnné. Všechny pr̊uběhy se pak zobraźı a v grafu se uvedou též hodnoty parametru.
Jako př́ıklad uvedeme pr̊uběh reálné složky proudové hustoty v měděné tyči rozměr̊u
2a = 10 mm a 2b = 50 mm při frekvenci 1 kHz. Tyč́ı protéká proud o povrchové proudové
hustotě io = 10 A. Při výpočtu jsou osy orientovány takto. Osa X je ve směru š́ı̌rky 2a,
osa Y směřuje podél výšky 2b. Obě osy pochopitelně procházej́ı středem souměrnosti tyče.
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Na obr. 5.2.1 je plošný graf pro reálnou složku proudové hustoty. Oba možné parametrické
grafy jsou pak na obr. 5.2.2.
Obrázek 5.2.1: Pr̊uběh reálné složky proudové hustoty — plošný graf




















x ... 0 mm
x ... 1 mm
x ... 2 mm
x ... 3 mm
x ... 4 mm





















y ... 0 mm
y ... 5 mm
y ... 10 mm
y ... 15 mm
y ... 20 mm
y ... 25 mm
Obrázek 5.2.2: Pr̊uběh reálné složky proudové hustoty — parametrický graf
Z obr. 5.2.1 a 5.2.2 si můžeme učinit představu o významu jednotlivých graf̊u. Plošný graf
umožńı celkovou kvalitativńı představu. Velkou výhodou je to, že s ńım můžeme libovolně
otáčet, a při troše zkušenosti a představivosti, lze takto źıskat zaj́ımavé informace. Z obr.
5.2.1 ve standardńı poloze je zřejmé, že maxima proudové hustoty jsou bĺızko povrchu vodiče
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a uvnitř něho je rozsáhlé, poměrně ploché, minimum podél osy Y . Žádné kvantitativńı
informace však neźıskáme.
Kvantitativńı informace źıskáme z parametrického grafu, jehož př́ıklad je na obr. 5.2.2. V
levé části jsou hodnoty proudové hustoty na úsečkách rovnoběžných s osou Y a rovnoměrně
rozložených s krokem 1 mm. Proudová hustota prudce klesá v bĺızkosti povrchu, pak za-
kmitne a dále se drž́ı na zhruba konstantńı hodnotě. Č́ım je úsečka bĺıže středu vodiče, t́ım
je toto minimum nižš́ı. V okoĺı středu vodiče (asi 2 mm od jeho osy Y ) teče proud opačným
směrem, jak jsme již dř́ıve několikrát zmı́nili.
V pravé části obr. 5.2.2 je pr̊uběh proudové hustoty na úsečkách rovnoběžných s osou X.
Opět jsme volili jejich rovnoměrné rozděleńı s krokem 5 mm. Tato volba ale nebyla št’astná,
ze šesti možných pr̊uběh̊u máme jen tři, ostatńı splývaj́ı. S přihlédnut́ım k obrázku na levé
straně je zřejmé, že vhodněǰśı by bylo volit úsečky nerovnoměrně a v bĺızkosti povrchu.
Nicméně, i tak je vidět, že proudová hustota ubývá směrem k ose vodiče monotonně. Ve
středńı části vodiče, asi od x = −2 mm do x = 2 mm, teče proud opačným směrem.
5.3 Výpočet magnetické indukce
Magnetická indukce vně masivńıho vodiče se poč́ıtá numerickou integraćı, která může být
v př́ıpadě velkého objemu časově náročná. Proto je nutno hledat cesty, jak ji urychlit.
Následným problémem je naj́ıt zp̊usob, aby vypočtený pr̊uběh byl prezentován názorně
a přitom přesně. Tyto otázky řeš́ı následuj́ıćı části.
5.3.1 Numerická integrace
Zde se nám jedná o výpočet magnetického pole vně vodiče, takže je nutno použ́ıt Biot-
Savartova zákona, viz část 3.8.1. Předpokládáme vodič pravoúhlého pr̊uřezu š́ı̌rky 2a ve
směru osy X, výšky 2b podél osy Y a délky 2L ve směru osy Z. Protéká j́ım prpoud o
proudové hustotě io(xo, yo) ve směru osy Z. Pro tuto úlohu jsme źıskali vztah (3.8.28). Pro
výpočet je nutno použ́ıt numerickou integraci. Dvojnásobný integrál (3.8.28) přecháźı na
dvojnásobnou sumu
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(z − L)2 + Kxy
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(z + L)2 + Kxy
]
∆xo∆yo,
Bz(x, y, z) = 0,
(5.3.1)
kde použité symboly jsou definovány takto
Kxy = (x − xi)2 + (y − yj)2,
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Tabulka 5.3.1: Parametry numerické integrace
Parametr Symbol Dı́lk̊u Délka Symbol Element
Š́ı̌rka Nxo 5 10 mm ∆xo 2 mm
Výška Nyo 25 50 mm ∆yo 2 mm
Délka Nzo 500 2 m ∆zo 4 mm
Jediným volitelným parametrem je počet d́ılk̊u Nxo, které se použij́ı k sumaci na š́ı̌rce 2a a
počet d́ılk̊u Nyo pro sč́ıtáńı na výšce 2b.
Pokud vyjdeme z obecného výrazu (3.8.1) (ve vektorovém tvaru) pro výpočet magnetické
indukce, je nutno použ́ıt trojitou sumaci. Integrálńı vztahy pro jednotlivé složky zde pro
úsporu mı́sta neuvád́ıme. Pak ovšem nejsme omezeni na př́ımý vodič, ale výpočet se výrazně
zpomaĺı. Pro př́ımý vodič by se při trojnásobné sumaci použily vztahy (3.8.2). Na ně se
odkazuje v následuj́ıćım textu.
5.3.2 Porovnáńı obou metod
Za účelem porovnáńı uvedeme výsledky a časovou náročnost pro obě metody, dvojnásobnou
a trojnásobnou sumaci. Vodič měl rozměry 2a = 10 mm a 2b = 50 mm. Protékal j́ım
stejnosměrný proud 1000 A. Výpočet magnetické indukce byl jednak čistě numerický s
trojnásobnou sumaćı, jednak využ́ıval analytického výrazu v (5.3.1) a sumace byla dvojná-
sobná. Počty d́ılk̊u použité při numerické integraci v obou př́ıpadech jsou v tabulce 5.3.1.
Symboly jsou stejné jako ve vztahu (5.3.1). Kromě počtu d́ılk̊u jsou v tabulce 5.3.1 uvedeny
i odpov́ıdaj́ıćı rozměry a velikost d́ılku při numerické integraci. Velikost d́ılku (posledńı slou-
pec tabulky) je poměrně velká. To je vyvoláno t́ım, aby trojrozměrná numerická integrace
byla časově únosná.
Porovnáńı výsledk̊u pro složku Bx je na obr. 5.3.1. Magnetická indukce se poč́ıtá na
úsečce rovnoběžné s osou X, lež́ıćı v rovině symetrie z = 0 a ve vzdálenosti y = 1, 1b =
27,5 mm. Je tedy 2,5 mm nad horńım okrajem vodiče. Stupnice pro vodorovnou osu grafu
je logaritmická, jelikož se jedná o větš́ı rozsah. Shoda mezi oběma metodami je dobrá. Malá
odchylka bĺızko roviny souměrnosti vodiče je asi zp̊usobena nedostatečným počtem element̊u
při čistě numerické integraci. Pro složku By na obr. 5.3.2 je shoda ještě lepš́ı. To dokazuje,
že algoritmus je správně naprogramovaný a lze jej použ́ıvat při rutinńıch výpočtech.
Zrychleńı výpočtu s využit́ım analytického vztahu je téměř 3000 násobné, jak vyplývá
z upraveného výpisu běhu programu, který následuje. Nejd̊uležitěǰśı údaj, naměřené urych-
leńı, je na posledńım řádku.
Start: 22:19:44
Numericky vypocet ... bodu 100
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Doba vypoctu 61.920 sek
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Analyticky vypocet ... bodu 100
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

































































Obrázek 5.3.2: Porovnáńı metod pro výpočet magnetické indukce pro složku Y — pr̊uběh
podél osy X
Takto rozsáhlý výpis do pracovńıho okna MATLABu se použ́ıvá zejména z toho d̊uvodu,
aby byl uživatel informován, zda výpočet v̊ubec prob́ıhá a ve které fázi zrovna je. Má smysl
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jen při deľśıch výpočtech. Zrychleńı výpočtu při použit́ı analytického výrazu ve vztahu
(5.3.1) je velmi zřetelné. Podle tabulky 5.3.1 bychom očekávali zrychleńı nejméně 500 krát,
poněvadž odpadne sumace podle největš́ıho počtu element̊u. I když toto urychleńı pro jed-
notlivé př́ıpady koĺısá, je obvykle kolem 2500. Dı́ky této okolnosti bylo možno provádět velký
počet numerických simulaćı.
5.3.3 Prezentace výsledk̊u
Magnetická indukce tvoř́ı vektorové pole, proto jsou možnosti jeho prezentace a simulace
větš́ı. Základńı možnosti jsou shrnuty v tomto přehledu.
1. Grafy pro jednotlivé složky. Poněvadž to jsou skaláry, lze je zobrazit parametrickým
nebo plošným grafem.
2. Vektorové pole v rovině.
3. Pr̊uběh indukčńıch čar.
O zobrazeńı jednotlivých složek jsme již pojednali v části 5.2. V této práci dáváme
přednost parametrickým graf̊um.
Vektorové pole v rovině dává velmi názornou představu a vypočte se poměrně rychle.
Ilustrativńı jsou zejména animace, které jsou umı́stěny na přiloženém CD. Př́ıklad vekto-
rového pole byl uveden např. v části 3.10. V kapitole Výsledky jej několikrát použijeme.
V principu je možné vytvářet i trojrozměrné vektorové pole, nejev́ı se však zrovna jako
přehledné. Naštěst́ı v př́ıpadě př́ımého vodiče je pole vždy dvourozměrné, tj. jeho indukčńı
čáry lež́ı v jedné rovině kolmé k ose vodiče.
Použit́ı indukčńıch čar je velmi názorné. Indukčńı čára je definována tak, že vektor
magnetické indukce tvoř́ı jej́ı tečnu. U př́ımého vodiče je opět ta výhoda, že indukčńı čáry
lež́ı v jedné rovině kolmé k ose vodiče. Algoritmus neńı v principu složitý a byl použit v jiné
práci [22]. Problém však dělá realizace. Tečna znamená numerickou derivaci a ta je vždy
zat́ıžena velkou chybou. Muśı se proto volit velmi malé př́ır̊ustky, jinak se setkáme s t́ım,
že se počátek a konec indukčńı čáry nespoj́ı a mı́sto uzavřené křivky dostaneme spirálu.
Př́ıklady jsou v práci [22]. Volba př́ır̊ustk̊u a počtu bod̊u je založena na metodě pokus̊u
a omyl̊u, takže je časové náročná i při rychlém výpočtu. Proto jsme tuto možnost dále
nerozv́ıjeli.
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Z teoretické části jsme zjistili, že analytický vztah pro skinefekt, v př́ıpadě tyče pravoúhlého
profilu, je přibližný. Pro v́ı̌rivé proudy analytický vztah nelze nalézt v̊ubec. Stejně tak jsme
ukázali, že výpočet magnetického pole vně př́ımého vodiče je kombinaćı numerické integrace
a analytického řešeńı, pokud je známo rozložeńı proudu ve vodiči. V př́ıpadě skinefektu je
známo a magnetické pole lze vypoč́ıst. To je pro př́ıpad, kdy můžeme vodič s praktickou
přesnost́ı pokládat za osamocený. V př́ıpadě, že v́ı̌rivé proudy nejsou zanedbatelné, nemáme
analytický vztah pro jejich rozložeńı ve vodiči a tato metoda selhává. Tak je tomu i v
jednoduchém př́ıpadě, že v bĺızkosti vodiče protékaného časově proměnným proudem je jiné
masivńı vodivé těleso. Tento př́ıpad lze řešit pouze přibližně tak, že vliv v́ı̌rivých proud̊u na
celkové rozložeńı proudu ve vodiči odhadneme, tj. použijeme výsledk̊u z modelu se značně
zjednodušenou geometríı. V př́ıpadě tyče pravoúhlého pr̊uřezu lze použ́ıt jako model v́ı̌rivé
proudy ve vrstvě.
Pokud chceme provést podrobněǰśı analýzu elektromagnetického pole se započteńım
vlivu v́ı̌rivých proud̊u, je nutno se vrátit k formulaci pomoćı diferenciálńıch rovnic. Tato
diferenciálńı úloha ale nemá analytické řešeńı a přibližné řešeńı se hledá pomoćı velmi po-
pulárńı metody konečných prvk̊u (MKP).
V této kapitole budeme MKP aplikovat s ćılem źıskat podrobněǰśı a doplňkové informace,
které analytické řešeńı a numerická integrace nemohou poskytnout. MKP budeme aplikovat
pomoci softwaru COMSOL Multiphysics. Tento software se velmi pohodlně ovládá pomoćı
grafického rozhrańı. To ale na druhé straně nese nebezpeč́ı vážných chyb ve výsledćıch,
protože se jakýkoliv z mnoha parametr̊u může snadno při formulaci úlohy přehlédnout.
Rovněž tak je nutná podrobná znalost problematiky po matematické i fyzikálńı stránce.
V neposledńı řadě k systému COMSOL byl omezený př́ıstup. Proto je nutno dále uvedené
výsledky źıskané pomoćı MKP chápat jako orientačńı. Zpravidla je ani podrobně nedisku-
tujeme.
Nejprve porovnáme analytické řešeńı pro skinefekt v osamoceném vodiči a jeho ovlivněńı
v́ı̌rivými proudy tekoućımi v sousedńım rovnoběžném vodiči. Druhý př́ıpad se zahrnut́ım
v́ı̌rivých proud̊u se muśı zjǐst’ovat aplikaćı MKP. Dále uvedeme řešeńı magnetického pole
experimentálńıho modelu jednoduché trojfázové rozvodné soustavy pro př́ıpad, že v́ı̌rivé
proudy lze zanedbat. Nakonec pomoćı MKP se budeme zabývat úplným řešeńım složitěǰśı,
prakticky použ́ıvané rozvodny. Vedleǰśım ćılem této kapitoly je ukázat některé netradičńı
metody prezentace výsledk̊u.
6.1 Skinefekt a vliv v́ı̌rivých proud̊u
Při výpočtu v softwaru Matlab se uvažovala volitelná š́ı̌rka a výška vodiče. V našem př́ıpadě
jsme volili š́ı̌rku 2a = 10 mm a výšku vodiče 2b = 100 mm. Zdroj harmonického napět́ı
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pracuje při frekvenci 50 Hz. Proudová hustota u povrchu je zvolena io = 0.1 A/mm
2. Rovněž
předpokládáme časově harmonický ustálený stav v časovém okamžiku t = 0. Na obrázku
6.1.1 jsou vyobrazeny pr̊uběhy reálné složky proudové hustoty v řezech rovnoběžných s osou
Y v r̊uzných vzdálenostech od osy X. Tyto řezy jsou uvedeny v levé části obrázku současně
s jejich polohou.
Analogicky jsou na obrázku 6.1.2 uvedeny pr̊uběhy reálné složky proudové hustoty v
řezech rovnoběžných s osou X v r̊uzných vzdálenostech od osy Y . Většina pr̊uběh̊u podél
osy X je si velice podobná. To je zapřičiněno kratš́ım rozměrem vodiče (š́ı̌rka je desetkrát
menš́ı než výška), takže nedocháźı k tak velkému ovlivněńı proudové hustoty skinefektem.
Obrázek 6.1.1: Reálná složka proudové hustoty ve směru svislé osy v některých řezech
tyče
Obrázek 6.1.2: Reálná složka proudové hustoty ve směru vodorovné osy v některých
řezech tyče
Jako druhou možnost, vedle parametrických křivek, pro úplnost uvedeme i plošný graf
na obrázku 6.1.3 pro reálnou složku proudové hustoty, ale pro jiný pr̊uřez vodiče 200 x 100
mm.
Nyńı přejdeme k modelováńı vlivu v́ı̌rivých proud̊u. Uvažujeme nejjednodušš́ı praktický
př́ıpad v experimentálńım modelu, kdy středńım vodičem procháźı proud a krajńı vodiče
nejsou zapojeny1.
V modelu předpokládáme, že rovnoběžně s aktivńım vodičem je daľśı (pasivńı) vodič
stejných rozměr̊u, který neńı připojen ke zdroji napět́ı. Nicméně se v něm indukuj́ı v́ı̌rivé
1Ve skutečnosti jimi procháźı polovičńı zpětný proud, ale to by bylo na základńı model již př́ılǐs složité.
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Obrázek 6.1.3: Reálná složka proudové hustoty
proudy. V teoretické části jsme vysvětlili, že obecně pod pojmem v́ı̌rivých proud̊u si před-
stavujeme indukovaný proud ve vodiči zp̊usobený vněǰśım časově proměnným magnetickým
polem. Zdrojem tohoto magnetického pole je v našem př́ıpadě časově proměnný proud v
aktivńım (prvńım) vodiči. Ten vytvář́ı magnetické pole, které indukuje v́ı̌rivé proudy v
pasivńım vodiči. Vzniklé v́ı̌rivé proudy svým magnetickým polem zpět ovlivňuj́ı zdroj mag-
netického pole, kterým je v našem př́ıpadě aktivńı vodič, j́ımž protéká vnucený proud. Snaž́ı
se sńıžit rychlost jeho časové změny, p̊usob́ı proti němu. Nav́ıc toto magnetické pole buzené
v́ı̌rivými proudy z pasivńıho vodiče vytvář́ı v́ı̌rivé proudy v aktivńım vodiči. Ty bud́ı své
magnetické pole, které vytvář́ı daľśı v́ı̌rivé proudy v pasivńım vodiči atd. To se po zapnut́ı
zdroje opakuje tak dlouho, dokud se nevytvoř́ı ustálený stav.
Z výše uvedeného popisu je zřejmé, že systém dvou vodič̊u je již př́ılǐs komplikovaný na
to, aby mohl být odvozen analytický vztah pro v́ı̌rivé proudy v aktivńım a pasivńım vodiči.
V aktivńım vodiči se jedná o superpozici známé proudové hustoty vyvolané skinefektem a
proudové hustoty v́ı̌rivých proud̊u. Proto se tuto úlohu pokuśıme řešit s využit́ım MKP.
Jako numerický př́ıklad uvažujeme dva vodiče s př́ıčným pr̊uřezem 10 x 40 mm, a odlǐsnou
vzdálenost́ı mezi sebou: těsně u sebe, ve vzdálenosti 40 mm a 80 mm od sebe. Vzdálenost 40
mm byla typická rozteč mezi vodiči v experimentálńım modelu, rozteč 80 mm se bĺıž́ı ma-
ximálńı nastavitelné rozteči. Levý vodič je vždy napájen proudem I = 1500 A při frekvenci
50 Hz, což je v experimentálńım modelu proud při nejnižš́ıch frekvenćıch. Druhý vodič je
zapojen naprázdno. Postup řešeńı v systému COMSOL Multiphusics zde neuvád́ıme2, ale
uvedeme typické výsledky.
Na obrázćıch 6.1.4 a 6.1.5 jsou vyobrazené výsledky ze simulaćı pro libovolný časový
okamžik pro př́ıpad, že vodiče jsou těsně vedle sebe. Na typickém výstupu MKP, obr. 6.1.4,
je rozložeńı proudové hustoty pomoćı barevné mapy. Vzhledem k malým rozměr̊um vodič̊u
je informaćı poměrně málo. Důležitá je symetrie kolem vodorovné osy a volba řez̊u pro
parametrické křivky. Ty jsou ve vzdálenostech3 y = 40 mm, y = 35 mm, y = 30 mm, y = 25
mm a y = 20 mm nad rovinou souměrnosti y = 0. Zobrazené př́ımky, pro které požadujeme
parametrické vyjádřeńı, jsou zde znázorněny červeně. Volili jsme 5 př́ımek na jedné polovině
vodiče, jelikož úloha je symetrická.
Na obr. 6.1.5 je prvńı př́ıpad parametrických křivek pro vodiče v těsné bĺızkosti. Je zde
vidět maximálńı uplatněńı v́ı̌rivých proud̊u, které se indukuj́ı v pravém vodiči. Můžeme si
rovněž povšimnout, že malý indukovaný proud uprostřed a pravé polovině tohoto vodiče teče
opačným směrem. Kvalitativně tento pr̊uběh odpov́ıdá v́ı̌rivým proud̊um ve vrstvě, které
2Využ́ıváme grafické rozhrańı tohoto systému.
3Systém COMSOL Multiphysics udává rozměry v metrech
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jsme analyzovali v části 3.5.2. Tyto indukované proudy zpětně p̊usob́ı na primárńı proud
v aktivńım vodiči. Můžeme si představit, že v aktivńım vodiči je jejich hustota zrcadlově
souměrná vzhledem k rozhrańı, má však nižš́ı amplitudu. V přilehlé části vodič̊u tedy snižuj́ı
jej́ı hodnoty určené pouze skinefektem a vedou k tomu, že proudová hustota je rozložena
silně nesymetricky v porovnáńı s obr. 6.1.2 pro osamocený vodič.
Při tomto vysvětleńı jsme pro jednoduchost nesledovali znaménko, tedy směr v́ı̌rivých
proud̊u. Pr̊uběhy na obr. 6.1.5 jsou pro bud́ıćı proud v okamžiku krátce po pr̊uchodu nulou.
Obrázek 6.1.4: Vliv v́ı̌rivých proud̊u pro vodiče v těsné bĺızkosti — rozložeńı proudové
hustoty
Obrázek 6.1.5: Vliv v́ı̌rivých proud̊u pro vodiče v těsné bĺızkosti — parametrické vyjádřeńı
proudové hustoty
U druhého př́ıpadu 6.1.6 jsme uvažovali rozteč vodič̊u v̊uči sobě 40 mm, což byla stan-
dardńı rozteč v experimentu. Tuto barevnou mapu uvád́ıme jen pro představu o geometrii
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úlohy. Rozměry vodič̊u jsou malé, informace v ńı jsou použitelné jen pro fyzikálńı představu.
Důležitěǰśı jsou opět parametrické křivky na obr. 6.1.7. Vı́̌rivé proudy se zde uplatňuj́ı pod-
statně méně. V tomto př́ıpadě převážná část proudové hustoty indukované v pasivńım vodiči
má opačný směr a jeho absolutńı hodnota je nižš́ı. Pr̊uběh proudové hustoty v aktivńım
vodiči je pořád nesymetrický, ale podstatně méně v porovnáńı s př́ıpadem, kdy jsou vodiče
těsně vedle sebe, obr. 6.1.5.
Obrázek 6.1.6: Vliv v́ı̌rivých proud̊u pro rozteč vodič̊u 40 mm — rozložeńı proudové
hustoty
Obrázek 6.1.7: Vliv v́ı̌rivých proud̊u pro rozteč vodič̊u 40 mm – parametrické vyjádřeńı
proudové hustoty
U posledńıho př́ıpadu, obrázek 6.1.8, uvažujeme rozteč vodič̊u v̊uči sobě 80 mm. Vı́̌rivé
proudy se zde uplatňuj́ı ještě méně, než pro předchoźı př́ıpad na obr. 6.1.7. Rovněž převážná
část indukovaných v́ı̌rivých proud̊u má opačný směr. Je zde též vidět, že na primárńım
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proudu se projevuje předevš́ım skinefekt a ovlivňováńı v́ı̌rivými proudy je slabé. Pr̊uběhy
křivek na obr. 6.1.8 se bĺıž́ı křivkám pro analytický model na obr. 6.1.2.
Obrázek 6.1.8: Vliv v́ı̌rivých proud̊u pro rozteč vodič̊u 80 mm – parametrické vyjádřeńı
proudové hustoty
Z fyzikálńıho hlediska překvapuje změna směru toku simulovaných indukovaných proud̊u
s rostoućı vzdálenost́ı mezi vodiči. V těsné bĺızkosti, obr. 6.1.5, tekou souhlasně s bud́ıćım
proudem, ve středńı vzdálenosti, obr. 6.1.7, teče většina proudu opačným směrem a při
největš́ı rozteči, obr. 6.1.8, je směr v́ı̌rivých proud̊u prakticky opačný.
Z praktického hlediska je d̊uležité si uvědomit, že při maximálńı rozteči mezi vodiči v
aparatuře, která je téměř 100 mm, bude vliv v́ı̌rivých proud̊u na rozložeńı proudové hustoty
v primárńım vodiči slabý, určitě ještě menš́ı než na obr. 6.1.8. V prvńım přibĺıžeńı bude
možno použ́ıt pro tento př́ıpad analytický model s výsledky podle obr. 6.1.2.
Z čistě teoretického hlediska je dobré si povšimnout, že simulace vedou k výsledku, že
proudová hustota v bĺızkosti povrchu aktivńıho vodiče je zhruba konstantńı, pokud je vliv
v́ı̌rivých proud̊u zanedbatelný. Zejména to je dobře vidět na obr. 6.1.8, tedy pro největš́ı
rozteč. Simulace pomoćı MKP by tedy měly podporovat náš předpoklad o konstantńı prou-
dové hustotě na povrchu vodiče s pravoúhlým pr̊uřezem, který jsme použili při odvozeńı
analytického vztahu (3.6.19) pro proudovou hustotu.
6.2 Výpočet magnetického pole
Pokud můžeme zanedbat v́ı̌rivé proudy a t́ım pádem i skinefekt, lze pro výpočet magne-
tického pole použ́ıt numerickou integraci. V př́ıpadě, že chceme přesněǰśı výpočty, je třeba
rozdělit vodič na několik tiśıc element̊u. Ovšem při velkém počtu element̊u nám poros-
tou značně nároky na výpočetńı výkon. To je nevýhoda této metody. Rovněž si muśıme
uvědomit, že tento integrál je pro vodič konečné délky. Při krátkém vodiči se výrazně pro-
jev́ı vliv jeho konc̊u. Proto při výpočtu je zapotřeb́ı přizp̊usobit parametry vodiče tak, aby
vodič byl dostatečně dlouhý. Zdánlivě pro kontrolu výpočtu můžeme využ́ıt toho, že mag-
netické pole klesá se čtvercem vzdálenosti od vodiče. To ale plat́ı až pro velké vzdálenosti,
ve srovnáńı s typickým rozměrem vodiče, v našem př́ıpadě s jeho délkou. Požadavek velké
vzdálenosti obvykle znamená alespoň desetkrát, i když v technické praxi to někdy může být
pouze třikrát.
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Př́ıklad použit́ı metody numerické integrace pro jeden vodič je na následuj́ıćım obrázku
6.2.1. Výpočet je proveden pro š́ı̌rku vodiče 5 mm a výšku vodiče 50 mm, kterým teče
proud 10 A. Obr. 6.2.1 je v poněkud moderńım provedeńı a snaž́ı se ukázat prostorový
pr̊uběh magnetického pole. Šipky nám ukazuj́ı v́ırové magnetické indukčńı čáry. Barva pak
standardně reprezentuje hodnotu magnetické indukce v daném mı́stě. Je zde snaha i barevně
prezentovat pr̊uběh pole též v úzkém zvoleném rovinném řezu.
Obrázek 6.2.1: Magnetické pole obdélńıkového vodiče
Výsledek téhož výpočtu pro trojfázovou soustavu pomoćı stejné metody je na obr. 6.2.2.
Můžeme si zde povšimnout nesymetrické rozložeńı magnetické indukce v porovnáńı s obr.
6.2.1. Roli zde hraje to, že pr̊uběh pro trojfázovou soustavu je posunutým součtem tř́ı
jednofázových pr̊uběh̊u. Grafická forma je analogická. Pr̊uběh magnetické indukce je ale pro
obecný časový okamžik. Podle orientace indukčńıch čar můžeme soudit, že levým krajńım
vodičem teče poměrně velký proud z roviny obrázku, prostředńım a pravým krajńım vodičem
pak menš́ı a nestejné proudy opačným směrem.
Obrázek 6.2.2: Magnetické pole tř́ıfázové soustavy tvořené obdélńıkovými vodiči
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6.3 Úplná analýza trojfázové soustavy s vodiči r̊uzných
profil̊u
V tomto př́ıpadě uvažujeme vliv v́ı̌rivých proud̊u v trojfázové soustavě. Výpočet je proveden
pomoćı metody konečných prvk̊u. Poněvadž MKP je nutno aplikovat na konkrétńı geometrii,
v prvńı aplikaci jsme uvažovali rozložeńı vodič̊u v rozvodně podle obr. 6.3.1.








Obrázek 6.3.1: Uspořádáńı vodič̊u tř́ıfázové soustavy
Důvodem pro toto řešeńı je zejména omezeńı skinefektu. Tentýž stejnosměrný proud
přeneseme bud’ jedńım vodičem o určitém pr̊uřezu, nebo třemi vodiči o třetinovém pr̊uřezu4.
V př́ıpadě stř́ıdavého proudu je tomu jinak. Ve vodič́ıch se uplatńı skinefekt a proudová
hustota se soustřed’uje v bĺızkosti jeho povrchu. V př́ıpadě vodiče o velkém (trojnásobném)
pr̊uřezu bude velká středńı část nevyužita. V př́ıpadě tř́ı vodič̊u, každý o třetinovém pr̊uřezu,
bude naopak téměř celý jejich pr̊uřez využit. Z hlediska skinefektu je toto řešeńı v pořádku.
Z̊ustává otázkou, jak se v této realizaci projev́ı vliv v́ı̌rivých proud̊u. Na to by měla od-
povědět simulace pomoćı MKP.
Analýza tohoto problému byla provedena prostřednictv́ım simulačńıho programu pro
soustavu COMSOL Multiphysics a to za následuj́ıćıch standardńıch podmı́nek v systému,
které zde pro úplnost poṕı̌seme:
• Sběrnicemi protéká proud (Imax = 7400A) s frekvenćı 50 Hz.
• Vzájemný posun jednotlivých fáźı je 120◦.
• Materiál sběrnic je galvanicky čistá měd’ (γ = 5.998 107[S/m]).
• Okolńı prostřed́ı tvoř́ı vzduch (permeabilitu µ0 = 4π 10−7 H/m).
• Uspořádáńı a rozměry pr̊uřez̊u vodič̊u jsou vyobrazeny na obrázku 6.3.1. V každé fázi
jsou tři vodiče, aby se zvýšil přenášený proud a omezil skinefekt, jak jsme již uvedli.
• Vodiče jsou buzeny sinusovým signálem I(t) = Imax sin(ωt + ϕ), kde Imax je ampli-
tuda proudu. Fázový posun ϕ záviśı na pořad́ı (volbě) fáźı. Perioda signálu při frek-
venci 50 Hz odpov́ıdá 20 ms. Prvńı skupinu vodič̊u zleva, označená Fáze 1 volme jako
počátečńı5, tedy fázový posun je 0◦. Prostředńı skupina vodič̊u označená jako Fáze 2
je posunuta v̊uči Fázi 1 o 120◦. Třet́ı skupina vodič̊u označená Fáze 3 je pochopitelně
v̊uči skupině vodič̊u označená Fáze 1 posunuta o 240◦, př́ıpadně o −120◦.
4Pokud budeme sledovat též otepleńı vodič̊u, nejsou řešeńı zcela ekvivalentńı.
5Při numerické integraci měla středńı fáze nulovou fázovou konstantu.
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Výsledky výpočtu byly ve formě časové simulace s ćılem učinit si správnou fyzikálńı
představu o dynamice jev̊u v tomto systému. Z ńı byly vybrány následuj́ıćı obrázky. Barevná
mapa pro rozložeńı proudové hustoty je na obr. 6.3.2.V levé fázi by mělo být podle barvy
minimum nebo minimu bĺızká hodnota. Pak by zbývaj́ıćımi dvěma fázemi měl téci zhruba
polovičńı proud opačným směrem, tedy by proudové hustoty měly být r̊užové. Obrázky ale
nebyly určeny pro podrobnou analýzu.
Vhodněǰśı je proto plošný graf na obr. 6.3.3. Tato simulace ukazuje, že proud je soustředěn
v bĺızkosti užš́ı stěny vodiče. Zde se jedná pravděpodobně o skinefekt. To by potvrzovaly
obr. 6.1.2 a 6.1.1 źıskané z analytického vztahu. Vı́̌rivé proudy by vedly k extrémům podél
deľśı stěny vodič̊u, což např. ukazuje obr. 6.1.7 nebo 6.1.8. Ten je ale pro jiný, jednodušš́ı
př́ıpad, kdy vodičem neteče vnucený proud. Je proto nutno vźıt v úvahu, že situace při třech
fáźıch je jiná a složitěǰśı, než při jedné fázi.
Obrázek 6.3.2: Distribuce proudové hustoty v tř́ıfázové soustavy
Obrázek 6.3.3: Distribuce proudové hustoty v tř́ıfázové soustavy – 3D prezentace
Pr̊uběh indukčńıch čar v rovině symetrie je na obr. 6.3.4. Ten odpov́ıdá fyzikálńım před-
stavám. Při zvětšeńı však nalezneme určité nepřesnosti. Např. indukce napravo od pravé
skupiny vodič̊u by měl být zhruba stejná jako na levé straně. Na obrázku 6.3.4 je ale velmi
ńızká.
Pomoćı MKP jsme dále provedli analýzu vybraných profil̊u vodič̊u od firmy Rittal a
Erico. Došli jsme k zaj́ımavým výsledk̊um. Poněvadž si nejsme jisti jejich stoprocentńı
věrohodnost́ı, v této práci je neuvád́ıme. Některé jsou však v př́ıloze na CD. Stejně jako
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Obrázek 6.3.4: Magnetické pole tř́ıfázové soustavy
sledováńı vlivu v́ı̌rivých proud̊u pomoćı MKP, budou tyto i jiné aplikace předmětem daľśıho
podrobněǰśıho studia.
6.4 Zhodnoceńı metody konečných prvk̊u
Metoda konečných prvk̊u je velmi populárńım a účinným nástrojem. Na druhé straně by
se neměl jej́ı význam přeceňovat. V této práci se snaž́ıme použ́ıvat jednodušš́ı analytické
metody nebo numerickou integraci všude, kde to jde a vede ke spolehlivým výsledk̊um.
Teprve, když tento př́ıstup selhává, nasazujeme MKP. Tak tomu je v této práci při sledováńı
vlivu v́ı̌rivých proud̊u, kde se MKP ukázala jako nezbytná. To je d̊uvod, proč jsme j́ı věnovali
tuto kapitolu.
Z dosažených předběžných výsledk̊u je zřejmé, že je to správný směr řešeńı. Vliv v́ı̌rivých
proud̊u lze takto modelovat a výsledky źıskat ve stejné formě, jako u předchoźıch metod. Na
druhé straně nelze přehĺıžet některé nedostatky. Zejména je to malý počet bod̊u v oblasti,
která nás zaj́ımá, a t́ım i nedostatek kvantitativńıch informaćı. To je problém ryze tech-
nický. Stejně tak je technickým problém nepřesnost v geometrii na výstupech. Závažněǰśım
technickým problémem je to, že na grafických výstupech nejsou informace, pro který př́ıpad
je tento výstup. V našem př́ıpadě šlo o časový okamžik či fázi. Bud’ se tyto kĺıčové infor-
mace muśı do výstupu zavést, nebo, pokud to nep̊ujde, je nutno vést podrobnou a přesnou
dokumentaci o výpočtech pomoćı MKP.
Fyzikálńım problémem je přesnost výstup̊u. Zejména jde o to, jaké detaily se daj́ı pomoćı
MKP ještě zachytit. Př́ıkladem může být např. obrázek 6.1.5. Bĺızko středu vodiče teče
malý proud opačným směrem. To plyne i z analytického pr̊uběhu na obr. 6.1.2. Z výstupu
MKP však neńı mj. jasné, zda jde o zakmitáváńı při skinefektu nebo vliv v́ı̌rivých proud̊u.
Proto považujme za nutné zač́ıt použ́ıváńı MKP na př́ıkladech, kde je analytické nebo jiné
řešeńı známé a výsledky mezi sebou nejprve porovnat. Ve složitěǰśıch př́ıpadech je nutno
porovnáńı s experimentem. Pokud to nep̊ujde, je nutno posuzovat, zda řešeńı neńı v rozporu s




V této části uvád́ıme d̊uležité teoretické i experimentálńı výsledky. Teoretické výsledky se
týkaj́ı zejména pr̊uběhu proudové hustoty v pravoúhlé tyči při r̊uzných frekvenćıch.
Jak již bylo zmı́něno v teoretické části, existuj́ı dva př́ıstupy. Naše teorie skinefektu
je založena na okrajové podmı́nce, že proudová hustota je na povrchu tyče konstantńı.
Pracovně ji nazveme teorie konstantńıho (povrchového) proudu.Podle druhé teorie [9] by
se proudová hustota měla měnit i na povrchu. Tu pracovně nazveme teorie proměnného
(povrchového) proudu.Grafické porovnáńı výsledk̊u pro povrchový proud z obou teoríı je v
daľśı části. Zde jen poznamenáme, že proudová hustota proměnného povrchového proudu
podle teorie [9] by se měla měnit na povrchu dosti drasticky.
Jeden ze zp̊usob̊u, jak ověřit, zda je předpoklad teorie konstantńıho proudu správný, či
rozhodnout, která z teoríı je bĺıže skutečnosti, je změřit proudovou hustotu na povrchu tyče.
Ta je však př́ımo prakticky neměřitelná, proto se muśı měřit jej́ı účinky. Nejjednodušš́ı je
změřit napět́ı podle povrchu vodiče v r̊uzných vzdálenostech od hrany. Pracovně je někdy
budeme nazývat povrchové napět́ı, i když ve fyzice se tento termı́n týká kapalin. To je též
d̊uvod, proč byla část experiment̊u zaměřena právě t́ımto směrem.
Proudovou hustotu uvnitř vodiče nelze měřit žádným zp̊usobem. Uvnitř vodiče ale
nelze měřit ani daľśı elektromagnetické veličiny, např. magnetickou indukci. Jedna poměrně
snadná cesta je usuzovat na rozložeńı proudové hustoty z pr̊uběhu vněǰśıho magnetického
pole. Proto byla provedena rozsáhlá simulace pr̊uběhu magnetického pole a jeho d̊ukladné
experimentálńı proměřeńı.
Tato kapitola v podstatě shrnuje základńı výsledky z těchto tř́ı nast́ıněných oblast́ı. Simu-
lace skinefektu v tyči je jen krátká, zato dvě daľśı oblasti jsou poměrně rozsáhlé. Důležitou
části magnetických měřeńı a simulaćı je i posouzeńı shody mezi teoríı a experimentem.
7.1 Povrchová proudová hustota podle dvou teoríı
Porovnáńı povrchové proudové hustoty podél obou teoríı pro vodič s obdélńıkovým pr̊uřezem
10 x 50 mm je na obr.7.1.1. Pr̊uběh se vztahuje ke svislé straně o délce 50 mm.
Podle teorie proměnného proudu, obr. 7.1.1, má proudová hustota na povrchu vodiče
dosti neobvyklé projevy. Proudová hustota by se měla měnit velmi prudce v bĺızkosti hrany,
v části povrchu by měl proud téci opačným směrem a ve středńı části povrchu by prakticky
neměl téci v̊ubec.
Obdobně podivný pr̊uběh proudové hustoty lze vypoč́ıst i pro vodorovný povrch tyče. Je
na obr. 7.1.2. Proudová hustota opět prudce klesá směrem od hrany a v poměrně rozsáhlé
středńı části by měl proud téci opačným směrem.
Z porovnáńı obr. 7.1.1 a 7.1.2 nav́ıc zjist́ıme, že se proudové hustoty na hraně neshoduj́ı.
Podle svislé stěny by měla na hraně být proudová hustota kolem 1100 kAm−2, zatimco od
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Obrázek 7.1.2: Proudová hustota na vodorovném povrchu vodiče
vodorovné stěny by to mělo být kolem 400 kAm−2.
7.2 Proudová hustota v tyči pravoúhlého pr̊uřezu
V této části jsou výsledky poč́ıtané podle teoríı podrobně popsané v kapitole Teorie, část
3.6. Výpočet je pro tyč pravoúhlého pr̊uřezu š́ı̌rky 10 mm ve směru osy X a výšky 50 mm ve
směru osy Y , kterou protéká proud 1000 A při frekvenci 1 kHz1. Jelikož řešeńı je komplexńı,
1V experimentu byla tato hodnota proudu dosažena při relativně ńızké frekvenci, kolem 100 Hz, pro
frekvenci 1 kHz to bylo kolem 200 A.
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budeme uvádět jednak reálné a imaginárńı složky, jednak amplitudu a fázi. Dále se budeme
zabývat výpočtem proudu a napět́ı na povrchu vodiče.
7.2.1 Pr̊uběh proudové hustoty v tyči pravoúhlého pr̊uřezu
Celkový přehled udávaj́ı plošné grafy na obr. 7.2.1, kde je reálná a imaginárńı složka, a obr.
7.2.2, kde jsou amplituda a fáze (ve stupńıch).
Obrázek 7.2.1: Proudová hustota v tyči — reálná a imaginárńı složka
Až na reálnou složku, je ze všech graf̊u na prvńı pohled zřejmé, že proudová hustota a
jej́ı fáze jsou na povrchu konstantńı. Tedy splňuj́ı okrajové podmı́nky konstantńı povrchové
proudové hustoty. Plat́ı to i pro reálnou složku, ale zde je v těsné bĺızkosti povrchu lokálńı
maximum. Na 2D grafu je ale tento fakt nezjistitelný, je však zřetelný na parametrických
grafech, které jsou uvedeny dále.
Poznamenejme, že tyto grafy nejsou nezávislé. Fyzikálně je vhodné použ́ıt reálnou ir
nebo imaginárńı ii složku. Na jej́ı volbě nezálež́ı, jelikož obě jsou navzájem posunuty o
fázovou konstantu π/2 = 90o. Tytéž informace jako v jedné ze složek jsou také v amplitudě
|i| a fázi ϕ. Pouze pro úplnost je odkazujeme na známé vztahy z teorie obvod̊u















takže reálnou složku dostaneme z imaginárńı, pokud ji posuneme o fázovou konstantu π/2 =
90o.
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Obrázek 7.2.2: Proudová hustota v tyči — amplituda a fáze
Kvantitativńı výsledky lze zjistit z parametrických graf̊u. Na obr. 7.2.3 je pr̊uběh reálné a
imaginárńı složky proudové hustoty ve svislém směru pro r̊uzné vzdálenosti od středńı svislé
roviny vodiče. Imaginárńı složka má na povrchu y = −b a y = b konstantńı hodnotu. Má
ji i reálná složka, ale v těsné bĺızkosti povrchu dosahuje lokálńıho (i absolutńıho) maxima.
Okrajové podmı́nky jsou tedy splněny i pro tuto složku. T́ım je vysvětlen i 2D pr̊uběh reálné
složky na obr. 7.2.1.
Maximum proudové hustoty ve směru deľśı strany tyče je v poměrně těsné bĺızkosti
povrchu, ale nikoliv na něm. Pak proudová hustota s rostoućı hloubkou poměrně prudce
klesá na malé vzdálenosti a pak z̊ustává konstantńı. Pro větš́ı hloubky nabývá lokálńıho
minima a po něm následuje úsek konstantńı proudové hustoty. Bĺızko středu vodiče má
lokálńı minimum zápornou hodnotu. V něm teče proud o nejvyšš́ı hustotě opačným směrem.
Bĺızko středu vodiče teče malý proud opačným směrem a jeho hustota je přibližně konstantńı.
Pr̊uběh proudové hustoty podél deľśı strany je tedy složitěǰśı než se běžně uvád́ı.
Imaginárńı složka na obr. 7.2.4 představuje pr̊uběh proudové hustoty v okamžiku o čtvrt
periody pozděǰśım. Zde je pr̊uběh proudové hustoty podobný, ale nejsou lokálńı maxima.
Změna pr̊uběh̊u s časem je též na přiloženém videu.
Na obr. 7.2.6 je pr̊uběh proudové hustoty podél deľśı stěny vodiče pro amplitudu a fázi.
Amplituda nabývá maxima na okraji vodiče, pak poměrně prudce klesá ke zhruba konstantńı
hodnotě v širokém úseku kolem středu tyče. Pr̊uběh fáze je složitěǰśı, na povrchu je fázový
posuv kolem 45◦, pak klesá k lokálńımu minimu, poněkud vzroste a v poměrně široké oblasti
kolem středu vodiče je zhruba konstantńı. Ve větš́ıch hloubkách nabývá fázový úhel záporné
hodnoty. V bĺızkosti středu vodiče tato záporná hodnota fázového úhlu klesá pod -90◦, což
z hlediska teorie obvod̊u znamená, že se jedná o zdroj. Proud tedy v této části vodiče teče
opačným směrem. V porovnáńı s reálnou složkou proudové hustoty na obr. 7.2.3 je zřejmé, že
fázový úhel je poněkud citlivěǰśı a přináš́ı podrobněǰśı informace, zejména o směru proudu.
Pr̊uběh proudové hustoty podél kratš́ı stěny vodiče je na obr. 7.2.5 pro reálnou a ima-
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ginárńı složku a na obr. 7.2.6 pro jej́ı amplitudu a fázi. Reálná složka proudové hustoty v
tomto př́ıpadě monotonně klesá s hloubkou a nabývá minima uprostřed vodiče. Bĺızko středu
vodiče je toto minimum záporné, v okoĺı středu vodiče tedy teče proud opačným směrem.
Pr̊uběh imaginárńı složky je trochu složitěǰśı, po př́ıpadném slabém zákmitu nabývá v okoĺı
středu vodiče zhruba konstantńı hodnoty. Proud teče opačným směrem v poměrně rozsáhlé
vnitřńı oblasti. V podstatě jde na tomto obrázku opět o pr̊uběh proudové hustoty ve dvou
okamžićıch vzdálených o čtvrt periody.
Pr̊uběh amplitudy a fáze proudové hustoty podél kratš́ı stěny vodiče je na obr. 7.2.6.
Pr̊uběh amplitudy potvrzuje, že proudová hustota klesá směrem do vodiče. Fáze na povrchu
vodiče nabývá hodnoty kolem 45◦, směrem do vodiče klesá, nabývá záporných hodnot a
bĺızko středu vodiče klesne pod -90◦, proud tedy teče opačným směrem.

















































Obrázek 7.2.3: Proudová hustota v tyči podél výšky — reálná a imaginárńı složka
7.2.2 Frekvenčńı závislost povrchové proudové hustoty
Jedinou veličinou, kterou lze snadno měřit, je napět́ı na povrchu vodiče. Proto je na obr.
7.2.7 uvedena frekvenčńı závislost amplitudy povrchového proudu. Tyč má opět rozměry 10
x 50 mm a teče v ńı proud 1000 A při všech frekvenćıch. Jak se dalo očekávat, s rostoućı
frekvenćı hustota proudu na povrchu tyče nar̊ustá. proud je vytlačován na povrch vodiče,
jak se ř́ıká v základńıch učebnićıch.
Frekvenčńı závislost fáze povrchového proudu je na obr. 7.2.8. Při ńızkých frekvenćıch
se bĺıž́ı k nule při vysokých se bĺıž́ı k hodnotě 45◦. Jej́ı nár̊ust však neńı monotonńı, existuj́ı
dvě lokálńı maxima. Prvńı výrazné maximum je kolem frekvence 20 Hz, druhé, podružné,
kolem frekvence 800 Hz. Zde fáze přesahuje hodnotu 45◦. Jejich př́ıčinu a význam neumı́me
vysvětlit. Program je poměrně jednoduchý, takže asi nejde o chybu v programu.
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Obrázek 7.2.5: Proudová hustota v tyči podél vodorovné úsečky — reálná a imaginárńı
složka

















































































Obrázek 7.2.7: Proudová hustota na povrchu svislé stěny tyče — amplituda
7.3 Měřeńı napět́ı na povrchu vodiče
Při r̊uzných př́ıležitostech bylo již několikrát poukázáno na to, že kromě magnetického pole
je daľśı relativně snadno měřitelnou veličinou napět́ı na povrchu vodiče. V principu lze k
povrchu vodiče přiložit sondy ve stejné vzdálenosti od hrany a měřit napět́ı mezi nimi.
Skutečné technické řešeńı je popsáno v kapitole Experiment.



























Obrázek 7.2.8: Proudová hustota na povrchu svislé stěny tyče — fáze
Je zde však zásadńı fyzikálńı i technický problém. Poněvadž je intenzita elektrického pole
ve vodiči a tud́ıž i na jeho povrchu ńızká, je nutno volit poměrně velkou vzdálenost mezi son-
dami, aby měřené napět́ı bylo málo zat́ıženo chybou př́ıstroje. Měřený úsek vodiče, př́ıvodńı
vodiče a vstup měř́ıćıho př́ıstroje pak tvoř́ı smyčku. Plocha obklopená touto smyčkou neńı
zanedbatelná a nelze ji snižovat pod určitou mez technickými prostředky. V okoĺı vodiče je
časově proměnné magnetické pole a ve smyčce se tud́ıž indukuje napět́ı, které se vektorově
skládá s užitečným napět́ım na povrchu vodiče mezi sondami. Př́ıstroj pak neměř́ı hledané
napět́ı, ale vektorový součet tohoto napět́ı a indukovaného napět́ı.
Jedńım z řešeńı je provést daľśı měřeńı, kterým by se zjistilo pouze indukované napět́ı. V
principu by se sondy měly odizolovat od povrchu vodiče a zkratovat. Bylo učiněno několik
pokus̊u o účinný zkrat (volný drát, tuhý drát, vodivý pásek). Prvńı dva pokusy zvětšovaly
plochu obklopenou smyčkou, volný drát daleko v́ıce. Nakonec se jako nejlepš́ı řešeńı ukázalo
použit́ı vodivého měděného pásku, který měl na jedné straně tenkou izolačńı vrstvu. Tento
pásek se přitiskl isolaćı k ploše vodiče a přiložily se k němu sondy na straně mědi. T́ım se
současně zajistilo odizolováńı sond od vodiče a jejich zkratováńı. Teoreticky se na geometrii
nic nezměnilo.
Byly použity tři dvojice sond na svislé stěně vodiče, tj. byla měřena tři napět́ı. Napět́ı
bylo měřeno v těchto polohách: těsně pod hranou, ve vzdálenosti od hrany rovné zhruba
čtvrtině výšky plochy a uprostřed plochy. V principu by se tedy měla zachytit př́ıpadná
nerovnoměrnost povrchové proudové hustoty.
Popis a postup měřeńı je v kapitole Experiment, část 4.6. Prakticky jsme měřili tři napět́ı
1. Napět́ı mezi volnými sondami, tedy napět́ı naprázdno. Pro určeńı hledaného napět́ı
toto měřeńı nemělo význam, dávalo však zaj́ımavé výsledky.
2. Napět́ı mezi zkratovanými sondami odizolovanými od povrchu vodiče pomoćı měděného
pásku, zpočátku i jiným zp̊usobem. Jde o indukované napět́ı a pracovně je nazveme
napět́ı na smyčce. O toto napět́ı je nutno výsledek daľśıho měřeńı korigovat.
3. Napět́ı mezi sondami přiloženými na povrch vodiče. Zde jde o součet skutečného
úbytku napět́ı na vodiči a indukovaného napět́ı. Nazveme je pracovně napět́ı na vodiči.
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K źıskáńı skutečného úbytku napět́ı na vodiči je nutno od něho odeč́ıst předchoźı napět́ı
s ohledem na amplitudu i fázi.
Př́ıklad všech tř́ı napět́ı je na obr. 7.3.1 pro vnucenou frekvenci 45 Hz. Fázový vztah
mezi napět́ımi je nahodilý, poněvadž byla měřena postupně. Napět́ı naprázdno je superpozićı
frekvence śıtě a nějaké vyšš́ı frekvence. Ostatńı dvě napět́ı maj́ı zhruba harmonický časový
pr̊uběh a šum je relativně malý.






















Obrázek 7.3.1: Napět́ı mezi sondami měřená ve třech režimech
Zpracováńı výsledk̊u automatizovaného měřeńı bud́ıćıho proudu a napět́ı mezi sondami
proběhlo podle kapitoly Výpočty, část 5.1. Zpravidla dále pracujeme s aproximovaným
napět́ım źıskaným z maximálńı harmonické. Významné dosažené výsledky a jejich inter-
pretaci popisujeme v daľśıch částech.
Prvńım ćılem bylo zjistit reprodukovatelnost měřeńı. Provedli jsme opakovaná měřeńı
při daném uspořádáńı sond, tedy se zjǐst’ovala reprodukovatelnost elektrických měřeńı. Od-
chylky byly malé a náhodné, tedy tato reprodukovatelnost těchto měřeńı byla vysoká. Dále
jsme vyšetřovali reprodukovatelnost mechanickou, tj. sondy byly znovu připevněny. Zde
byly relativńı odchylky asi do pěti procent, tedy i tato reprodukovatelnost byla s ohle-
dem na podmı́nky experimentu dobrá. Výsledné naměřené hodnoty lze tedy považovat za
spolehlivé. Grafické výstupy neuvád́ıme, jen shrneme, že celkem bylo provedeno 9 zkoušek
reprodukovatelnosti, z toho se třikrát znovu připevňovaly sondy.
7.3.1 Napět́ı naprázdno
Ačkoliv měřeńı naprázdno nelze př́ımo využ́ıt, ve stručnosti uvád́ıme zaj́ımavé výsledky.
Pr̊uběh ve frekvenčńı a časové oblasti pro sledované frekvence 15, 45, 135, 405 a 1200 Hz
je na obr. 7.3.2. Pro aproximaci je použita harmonická s maximálńı amplitudou. Pro ńızké
frekvence, až do 135 Hz včetně, se prosad́ı složka o śıt’ové frekvenci 50 Hz. Indukované napět́ı
od bud́ıćıho proudu je proti ńı slabé. Nad touto frekvenćı však indukované napět́ı převládne,
maximálńı harmonická je při vnucené frekvenci.
Po źıskáńı lepš́ı představy je na obr. 7.3.3 pr̊uběh napět́ı naprázdno ve frekvenčńı a
časové oblasti při frekvenci 135 Hz. Spektrum je poměrně složité a maximálńı harmonická
























































































































Maximum harmonics of frequency 1200 Hz
Obrázek 7.3.2: Napět́ı naprázdno ve frekvenčńı a časové oblasti pro použité frekvence
je při frekvenci 51 Hz. Při mı́rně vyšš́ı vnucené frekvenci se přesune ještě bĺıže k této vnucené
frekvenci. Jev má však dosti značnou neurčitost.





























Maximum harmonics of frequency 51 Hz
Obrázek 7.3.3: Napět́ı naprázdno ve frekvenčńı a časové oblasti pro frekvenci 135 Hz
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7.3.2 Napět́ı na smyčce a na vodiči
Pro určeńı skutečného úbytku napět́ı na vodiči je nutno změřit napět́ı na smyčce a na
vodiči. Jejich fázový vztah k bud́ıćımu proudu2 při frekvenci 135 Hz je na obr. 7.3.4. Napět́ı
na vodiči je zhruba ve fázi s bud́ıćım proudem, napět́ı ve smyčce je v̊uči němu posunuto o
asi čtvrt periody. Je tedy přibližně v kvadratuře. Indukované napět́ı ve smyčce je při této
frekvenci malé v porovnáńı s napět́ım měřeným na vodiči. S takto naměřenými napět́ımi
byly provedeny daľśı operace.




















Obrázek 7.3.4: Proud, napět́ı ve smyčce a napět́ı na vodiči při frekvenci 135 Hz.
7.3.3 Vliv polohy sond
Základńım ćılem bylo zjistit, jak se lǐśı napět́ı měřená na jednotlivých dvojićıch sond.
Výsledky měřeńı pro nejnižš́ı nastavitelnou frekvenci 15 Hz na smyčce jsou na obr. 7.3.6
a pro vodič na obr. 7.3.5. Na těchto detailńıch obrázćıch jsou uvedeny jednak skutečně
naměřené pr̊uběhy se šumem, které jsou označeny jako ”pr. x meas.”, kde x je pořad́ı sondy,
jednak pr̊uběhy aproximované maximálńı harmonickou, které maj́ı označeńı ”pr. x rec.”.
Sonda č́ıslo 1 je těsně u hrany vodiče, sonda s pořadovým č́ıslem 3 je zhruba uprostřed
vodiče.
Tyto dva obrázky, obr. 7.3.5 i 7.3.6 se vztahuj́ı k nejhorš́ımu př́ıpadu, kdy je napět́ı na
povrchu vodiče nebo pásku nejmenš́ı. Je dobré si na obr. 7.3.5 povšimnout, že rušeńı na
vodiči je velmi malé i při nejnižš́ı frekvenci. Při ńızkých frekvenćıch se na smyčce uplatňuje
výrazný šum, jak ukazuje obr. 7.3.6. I přes výrazný šum se však aproximace lǐśı málo. Tedy
i v tomto nejhorš́ım př́ıpadě nezáviśı napět́ı (jak amplituda, tak fáze) na smyčce na poloze
sondy.
Rušeńı na smyčce se snižuje s rostoućı frekvenćı tak, jak amplituda užitečného napět́ı
stoupá. Pro vysoké frekvence (nad 135 Hz) jsou pr̊uběhy napět́ı na smyčce i vodiči obdobné
pr̊uběhu napět́ı na vodiči podle obr. 7.3.5. Lǐśı se jen v amplitudě a fázovém posuvu.
Skutečný úbytek napět́ı na vodiči vyvolaný skinefektem, př́ıpadně v́ı̌rivými proudy, se
źıská vektorovým odečteńım napět́ı na vodiči a napět́ı na sondě. Všechna tři napět́ı (sonda,
2Bud́ıćı proud neńı v měř́ıtku, napět́ı ano.
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Obrázek 7.3.5: Napět́ı na vodiči od r̊uzných sond při frekvenci 15 Hz.




























Obrázek 7.3.6: Napět́ı na smyčce od r̊uzných sond při frekvenci 15 Hz.
vodič a skutečné) jsou pro porovnáńı na obr. 7.3.7 pro frekvenci 15 Hz. Jsou uvedeny jen
aproximované pr̊uběhy źıskané z maximálńı harmonické (a stejnosměrné složky). Trochu se
pro jednotlivé sondy lǐśı jen pr̊uběhy na smyčce. Ostatńı dvě napět́ı jsou pro všechny sondy
stejné, při daném rozlǐseńı obrázku.
Obdobné srovnáńı všech tř́ı napět́ı pro nejvyšš́ı frekvenci 1200 Hz je na obr. 7.3.8. Dané
rozlǐseńı nyńı neumožńı zjistit rozd́ıl v žádném př́ıpadě.
Z posledńıch dvou obrázk̊u je ale též zřejmé, že fáze jednotlivých napět́ı (smyčka, vodič,
skutečné) se lǐśı. Všechna napět́ı byla nastavena k nulové hodnotě bud́ıćıho proudu, jak o
tom ṕı̌seme v kapitole Výpočty, část 5.1.1. Podrobněji se tento jev rozeb́ırá v následuj́ıćı
části 7.3.4.
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Loop ... frequency 15 Hz





























Obrázek 7.3.7: Porovnáńı napět́ı pro smyčku, vodič a skutečný úbytek od r̊uzných sond
při frekvenci 15 Hz











Loop ... frequency 1200 Hz





























Obrázek 7.3.8: Porovnáńı napět́ı pro smyčku, vodič a skutečný úbytek od r̊uzných sond
při frekvenci 1200 Hz.
Kvantitativńı představu o velikosti rušeńı nám dává tabulka 7.3.1. V procentech jsou
zde uvedeny pr̊uměrné a maximálńı relativńı odchylky jak pro smyčku, tak pro vodič.
Byly vztaženy k pr̊uměrné absolutńı hodnotě užitečného napět́ı. Tabulka 7.3.1 udává je-
jich závislost na frekvenci. Obecně plat́ı, že maximálńı odchylka je asi pětkrát až desetkrát
vyšš́ı. Důležitěǰśı je však pr̊uměrná odchylka. Pro smyčku je pr̊uměrná relativńı odchylka
napět́ı pro ńızké frekvence významná. To potvrzuje i obr. 7.3.6. S rostoućı frekvenćı výrazně
klesá. Pro vodič je pr̊uměrná relativńı odchylka napět́ı ńızká při všech frekvenćıch. Pro vy-
soké frekvence jsou hodnoty pro smyčku i vodič srovnatelné. Z tabulky 7.3.1 je zřejmé, že
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Tabulka 7.3.1: Relativńı odchylky pro napět́ı na smyčce a vodiči
Frekvence 15 45 135 405 1200
Smyčka, pr̊um. rel. odch. 17 7,6 3,1 0.77 0.27
Smyčka, max. rel. odch. 126 44 17 5 1,7
Vodič, pr̊um. rel. odch. 2,8 2,7 2,7 1,37 0,61
Vodič, max. rel. odch. 22 19 17 8,4 3,7
napět́ı na vodiči zjǐst’ujeme s relativńı chybou pod 3 % při všech frekvenćıch. Pro smyčku
to plat́ı od frekvence asi 150 Hz. Obě napět́ı tedy známe poměrně přesně.
Z obrázk̊u zde uvedených i tabulky 7.3.1 je zřejmé, že sondy na vodiči naměř́ı stejný
skutečný úbytek napět́ı, co do amplitudy i fáze, bez ohledu na jejich polohu a to jak při
nejnižš́ı, tak při nejvyšš́ı frekvenci. Při nejnižš́ı frekvenci by se skinefekt podle teoretických
výpočt̊u uplatnit neměl a výsledek je dle očekáváńı. Při nejvyšš́ı frekvenci by mohl být jeho
vliv zřetelný, pokud by platila teorie proměnného povrchového proudu. Ale neńı tomu tak,
alespoň při dané přesnosti a citlivosti experimentu. Amplituda skutečného úbytku napět́ı
na povrchu vodiče je všude stejná, s rostoućı frekvenćı stoupá. Měńı se i fázový posuv. To
lze připsat jak skinefektu, tak v́ı̌rivým proud̊um. Pokud je měřené napět́ı na povrchu vodiče
určeno elektrickým polem pouze na povrchu vodiče, můžeme usuzovat, že toto elektrické
pole je na povrchu vodiče konstantńı. Poněvadž elektrické pole na povrchu vodiče je úměrné
povrchové proudové hustotě, můžeme usuzovat, že proudová hustota je při všech sledovaných
frekvenćıch na povrchu vodiče konstantńı. Zdá se, že plat́ı okrajové podmı́nky použité v
teoretickém výpočtu, viz kapitola Teorie, část 3.6.
7.3.4 Frekvenčńı závislost napět́ı na povrchu vodiče
Z obr. 7.3.4 je zřejmé, že naměřená napět́ı na smyčce a na vodiči se lǐśı jak v amplitudě, tak
ve fázi. Z těchto výsledk̊u byly zjǐstěny frekvenčńı závislosti. Jako ukázka je na obr. 7.3.9
uvedena frekvenčńı závislost amplitudy napět́ı na vodiči pro několik opakovaných měřeńı.
Napět́ı roste se vzr̊ustaj́ıćı frekvenćı a rozptyl hodnot od jednotlivých měřeńı je malý.
V tomto a daľśıch grafech je jen několik experimentálńıch bod̊u, které jsou spojeny
lomenou čarou. Lepš́ı by bylo uvést tyto body pomoćı značek a pr̊uběh aproximovat, např.
polynomickou regreśı. Poněvadž nám však jde o źıskáńı celkové představy a koeficienty
polynomické regrese obvykle nemaj́ı fyzikálńı význam, upustili jsme od tohoto řešeńı. Má i
své výhody, jak uvid́ıme dále.
Na obr. 7.3.10 je uvedena frekvenčńı závislost fázového posuvu napět́ı na smyčce v̊uči
bud́ıćımu proudu. Zde je vidět výhoda spojováńı experimentálńıch bod̊u lomenou čarou.
Pokud by byly pouze značky, nevyznali bychom se v grafu. Použit́ı regrese by při tomto
měř́ıtku bylo též nešt’astné. Tento fázový posuv nabývá hodnoty kolem 90◦. To odpov́ıdá
fyzikálńı představě — jedná se o indukované napět́ı, které je v̊uči bud́ıćımu proudu posunuto
právě o 90◦. Rozptyl naměřených hodnot je poměrně malý, což potvrzuje vysokou přesnost
měřeńı. Relativńı chyba fázového posuvu je pod 2 %.
Porovnáńı frekvenčńıch závislost́ı obou napět́ı, na smyčce a na vodiči je na obr. 7.3.11.
Jejich vektorovým odečteńım, viz koncová část 3.11kapitoly Teorie, bylo źıskáno skutečné
napět́ı na vodiči bez vlivu napět́ı indukovaného ve smyčce. Na obr. 7.3.11 je připsáno ski-
nefektu.
Porovnáńı frekvenčńıch závislost́ı fázových posuv̊u obou napět́ı (v̊uči bud́ıćımu proudu),
na smyčce a na vodiči, je na obr. 7.3.12. Pomoćı vztah̊u na konci kapitoly Teorie byl źıskán































































Obrázek 7.3.10: Naměřená frekvenčńı závislost fáze na smyčce
skutečné skutečný fázový posuv napět́ı na vodiči v̊uči bud́ıćımu proudu bez vlivu elektro-
magnetické indukce ve smyčce. Na obr. 7.3.12 je opět připsáno skinefektu.
Porovnáńı s teoríı uvedenou v předchoźı části je na daľśıch dvou obrázćıch. Na obr.
7.3.13 je porovnáńı amplitud. Teoretická amplituda je ovšem 80 krát zvětšena. Pak docháźı
k určitému souhlasu. Na obr. 7.3.14 je porovnáńı fázových posuv̊u. Zde je souhlas špatný,
pouze je zřejmá stoupaj́ıćı tendence. Možné vysvětleńı ponecháváme do diskuse.




























































Obrázek 7.3.12: Porovnáńı frekvenčńıch závislost́ı fáźı na vodiči a smyčce.
7.4 Pr̊uběh magnetického pole v okoĺı vodiče
Největš́ı pozornost, alespoň po experimentálńı stránce, byla věnována měřeńı magnetického
pole v okoĺı vodiče. Počátečńı ověřovaćı experimenty byly provedeny pro tř́ıfázovou śıt’.
Poněvadž nám šlo zejména o ověřeńı teoretických vztah̊u pro skinefekt, těžǐstě experiment̊u
se přesunulo do experiment̊u s jednou aktivńı fáźı ve středńım vodiči. Podrobnosti jsou v
kapitole kapitole Experiment část 4.4.
V této části uvedeme zejména kĺıčové experimentálńı výsledky. Pro źıskáńı představy s
jakými daty jsme pracovali, jsou nejdř́ıve uvedeny typické pr̊uběhy v časové oblasti. Dále
budeme sledovat, jak pr̊uběh pole záviśı na poloze úsečky, na ńıž bylo měřeńı provedeno

























































Obrázek 7.3.14: Porovnáńı vypočtené a změřené frekvenčńı závislosti pro fázový posuv
zejména, je-li uprostřed př́ımého vodiče nebo bĺızko transformátor̊u a př́ıvodńıch vodič̊u.
Poněvadž nám stále jde o ověřeńı skinefektu, posoud́ıme př́ıspěvek od v́ı̌rivých proud̊u.
Nakonec porovnáme vypočtené a naměřené výsledky pro skinefekt.
7.4.1 Časová oblast
Při krajńı vysoké frekvenci 1200 Hz, která byla pro nás nejd̊uležitěǰśı, tekl vodiči poměrně
slabý proud a buzené magnetické pole bylo rovněž slabé, často na hranici měřitelnosti.
Porovnáńı pr̊uběhu svislé složky magnetické indukce pro ńızkou frekvenci 45 Hz, která je
bĺızká frekvenci śıtě, je na obr. 7.4.1. Šum a rušeńı existuje, ale je na snesitelné úrovni. Je zde
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experimentálně změřený pr̊uběh, předevš́ım jeho aproximace pomoćı maximálńı harmonické,
jak je popsáno v kapitole Výpočty, část 5.1.3.




















Obrázek 7.4.1: Časový pr̊uběh svislé složky magnetické indukce při frekvenci 45 Hz
Pr̊uběh téže složky magnetické indukce v téže poloze, ale při nejvyšš́ı sledované frekvenci
1200 Hz, je na obr. 7.4.2. Zde je rušeńı daleko zřetelněǰśı v porovnáńı s př́ıpadem na obr.
7.4.1. Pro představu připomeneme, že měřená magnetická indukce je srovnatelná s indukćı
zemského magnetického pole, který je kolem 50 µT. Je nutno nav́ıc zd̊uraznit, že pro nejvyšš́ı
frekvenci nebyl vybrán nejhorš́ı př́ıpad.





















Obrázek 7.4.2: Časový pr̊uběh svislé složky magnetické indukce při frekvenci 1200 Hz
Aproximované pr̊uběhy všech tř́ı složek magnetické indukce při nejvyšš́ı frekvenci jsou
na obr. 7.4.3. Pr̊uběhy nejsou symetrické vzhledem k vodorovné ose. Jedńım z vysvětleńı je
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to, že se může uplatnit zemské magnetické pole. Pro slabš́ı hodnoty indukce je asymetrie
daleko v́ıc zřetelná. Neočekávaným výsledkem je poměrné velká axiálńı složka magnetické
indukce, složka Bz. Ta by podle teorie a symetrie úlohy neměla existovat.
























Obrázek 7.4.3: Časové pr̊uběhy všech tř́ı složek magnetické indukce při frekvenci 1200 Hz
Poměrně překvapivým bylo zjǐstěńı, že i v př́ıpadě jedné fáze se vytvář́ı v prostoru
kolem vodič̊u točivé magnetické pole. Pro bud́ıćı frekvenci 45 Hz je toto pole na obr. 7.4.4 a
pro nejvyšš́ı frekvenci 1200 Hz na obr. 7.4.5. V obou př́ıpadech je zřejmý velký vliv šumu a
rušeńı. Pro nejvyšš́ı frekvenci jsou rušeńı a šum výrazné, nicméně i v tomto nejnepř́ıznivěǰśım
př́ıpadě lze i z experimentálńıch bod̊u elipsu poznat. Zaj́ımavé je i to, že elipsy na obr. 7.4.4
a obr. 7.4.5 jsou orientovány rozd́ılně, přestože jde o tutéž polohu v magnetickém poli. Lǐśı
se jen frekvence, zato v́ıce než o řád.
Z hlediska redukce vlivu v́ı̌rivých proud̊u je d̊uležitý okamžik v časové oblasti, v němž
vzorek magnetické indukce či proudu odeb́ıráme. V datech, které jsou ve vektorovém poli, se
jedná o nalezeńı př́ıslušného indexu. Jeho určeńı je životně d̊uležité, poněvadž data pro jed-
notlivé polohy nejsou nijak synchronizována. V kapitole Výpočty část 5.1.1 bylo vysvětleno,
jak se synchronizace provád́ı a to na př́ıkladu měřeńı napět́ı na povrchu vodiče. Zde je po-
stup stejný. Ve skriptu se tento okamžik zadává pomoćı fázové konstanty. Zvolený časový
okamžik pro nulovou fázovou konstantu je vyznačen pro pr̊uběh proudu při frekvenci 45 Hz
na obr. 7.4.6. Pro kontrolu je na tomto obrázku výběr proveden ještě jednou na následuj́ıćı
periodě.
Při dostatečně zvětšeném obrázku 7.4.6 se ukazuje, že vybranému časovému okamžiku
neodpov́ıdá nulová fázová konstanta. To je zp̊usobeno ńızkým počtem vzork̊u na periodu.
Vzorkovaćı frekvence byla volena tak, aby na periodu připadlo kolem 150 vzork̊u. Mezi
sousedńımi vzorky je tedy fázový posuv kolem 2,4◦. V nejnepř́ıznivěǰśım připadě to může
být i odchylka v požadované fázové konstantě. V pr̊uměru je polovičńı, nicméně zřetelná a
může ovlivnit zpracované výsledky.
Snadno lze tento problém redukovat volbou vyšš́ı vzorkovaćı frekvence. Pak ale nar̊ustá
objem uchovávaných experimentálńıch dat a zpomaluje se jejich zpracováńı. Je tedy nutno
volit rozumný kompromis.
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Obrázek 7.4.4: Točivé magnetické pole v jedné aktivńı fázi při frekvenci 45 Hz























Obrázek 7.4.5: Točivé magnetické pole v jedné aktivńı fázi při frekvenci 1200 Hz
7.4.2 Vliv polohy
S ćılem ověřit, do jaké mı́ry můžeme považovat měřený drát za nekonečný, jsme zjǐst’ovali
pr̊uběh magnetické indukce jednak ve středu př́ımého masivńıho vodiče, jednak bĺızko mı́sta,
kde byly vodiče napájeny, přesněji 25 cm od př́ıvod̊u. Pro ńızké frekvence (45 Hz) jsou
výsledky na obr. 7.4.7 pro vodorovnou složku Bx magnetické indukce. Hlavńı kladné ma-
ximum je v rovině souměrnosti středńıho vodiče, dvě postranńı záporná minima jsou pro
polohu nad středy postranńıch vodič̊u. Poněvadž je souměrné napájeńı vodič̊u, vodorovná
složka magnetické indukce by měla být symetrická. To je v rámci experimentálńıch chyb
na obr. 7.4.7 potvrzeno. Rozd́ıl pro sledované polohy (ve svislém směru) je viditelný, avšak
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Obrázek 7.4.6: Kontrola časového okamžiku pro nulovou fázovou konstantu bud́ıćıho
proudu při frekvenci 45 Hz
poměrně malý.



















Obrázek 7.4.7: Vodorovná složka magnetické indukce nad vodičem při frekvenci 45 Hz
Pro svislou složku By magnetické indukce a tutéž frekvenci jsou výsledky na obr. 7.4.8.
Poněvadž jde o svislou složku, velká magnetická indukce je v mezeře mezi vodiči a měńı
znaménko. Extremálńı hodnota je v okoĺı hrany středńıho vodiče. Pr̊uběh je antisymetrický
vzhledem k rovině souměrnosti, což obr. 7.4.8 s odhlédnut́ım od experimentálńıch chyb
potvrzuje. Rozd́ıl (ve svislém směru) pro obě polohy je opět viditelný, avšak poměrně malý.
Na obr. 7.4.7 i na obr. 7.4.8 se křivky neshoduj́ı ve vodorovném směru. Odchylka vzr̊ustá
s rostoućı vzdálenost́ı od počátku měřeńı. To lze vysvětlit t́ım, že vodiče nejsou přesně
rovnoběžné. U napájeńı je jejich rozteč poněkud menš́ı. Z podrobněǰśıch graf̊u by bylo možné
zjistit tuto změnu.
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Obrázek 7.4.8: Svislá složka magnetické indukce nad vodičem při frekvenci 45 Hz
Pro srovnáńı je na obr. 7.4.9 pr̊uběh svislé složky magnetické indukce při nejvyšš́ı frek-
venci. Opět je zde zřetelný posun mezi hodnotami uprostřed tyče na bĺızko zdroj̊um. V
porovnáńı s obr. obr. 7.4.8 jsou hodnoty pro nejvyšš́ı frekvenci zhruba desetkrát nižš́ı. Po-
suv hodnot opět neńı dramatický. Přitom se jedná o vysokou frekvenci, kde by se zejména
vliv transformátor̊u mohl zřetelně uplatnit.



















Obrázek 7.4.9: Svislá složka magnetické indukce nad vodičem při frekvenci 1200 Hz
V teorii i výpočtech jsme ukázali, že axiálńı složka magnetické indukce Bz muśı být
nulová. Výsledek měřeńı této složky3 pro dvě polohy je na obr. 7.4.10. Axiálńı složka je
menš́ı než ostatńı složky, je zat́ıžena větš́ı relativńı experimentálńı chybou, ale i přes tuto
chybu, neńı nulová. Bĺızko zdroj̊u by se jej́ı existence dala vysvětlit př́ıtomnost́ı proud̊u,
které tekou zhruba kolmo k masivńım vodič̊um v jejich př́ıvodu. Dále zde p̊usob́ı rozptylové
magnetické pole výkonových transformátor̊u. K našemu překvapeńı je však zhruba stejná
i ve středńı poloze, ve vzdálenosti v́ıce než 1 m od předpokládaných zdroj̊u, které ji bud́ı.
V této vzdálenosti by měl být př́ıspěvek od př́ıvod̊u a transformátor̊u zanedbatelný. Jej́ı
3O této skutečnosti jsme se zmı́nili již při popisu obr. 7.4.3.
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př́ıčinu je nutno hledat jinde.






















Obrázek 7.4.10: Podélná (axiálńı) složka magnetické indukce nad vodičem při frekvenci
45 Hz
Pr̊uběh axiálńı složky magnetické indukce při nejvyšš́ı frekvenci je na obr. 7.4.11. Je vidět
velký vliv poruch a šumu, jelikož bud́ıćı proud je malý a magnetické pole slabé4. Hodnoty
magnetické indukce oproti obr. 7.4.10, který je pro frekvenci v́ıce jak o řád nižš́ı, jsou zhruba
polovičńı. Absolutńı rozd́ıl mezi nimi je však vyšš́ı. Pokus o vysvětleńı je v daľśı části.






















Obrázek 7.4.11: Podélná (axiálńı) složka magnetické indukce nad vodičem při frekvenci
1200 Hz
7.4.3 Vı́̌rivé proudy
Pokud je ve tř́ıvodičové soustavě př́ımých vodič̊u buzen jednofázově jen středńı vodič,
krajńımi vodiči teče v ideálńım př́ıpadě polovičńı zpětný proud s opačnou fáźı. Ten ve
středńım vodiči indukuje v́ı̌rivé proudy. Naopak proud ve středńım vodiči indukuje v́ı̌rivé
4O tom jsme se už zmı́nili několikrát.
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proudy v krajńıch vodič́ıch. Vı́̌rivé proudy se skládaj́ı s proudy vnucenými. Magnetické pole
vně vodič̊u je d̊usledkem superpozice obou proud̊u. Vı́̌rivé proudy jsou maximálńı, pokud
bud́ıćı proud procháźı nulou. Jsou nulové, pokud bud́ıćı proud procháźı lokálńım extrémem
(maximem či minimem).
Úroveň indukovaných v́ı̌rivých proud̊u tedy záviśı na fázové konstantě bud́ıćıho proudu.
Pokud je nulová, bud́ıćı proud se měńı nejrychleji a indukované proudy jsou maximálńı. S
jej́ım r̊ustem úroveň v́ı̌rivých proud̊u klesá a při fázové konstantě rovné 90◦ je jejich úroveň
teoreticky nulová, poněvadž se bud́ıćı proud v tomto okamžiku neměńı. To by se mělo
projevit v experimentálńıch datech, pokud budeme volit r̊uzně časový okamžik, či fázovou
konstantu i pro výběr vzork̊u. Př́ıklad speciálńı volby fázové konstanty je na obr. 7.4.6,
kde je fázová konstanta nulová. Pro fázovou konstantu 90◦ je volba časového okamžiku, či
indexu v datech, vysvětlena na obr. 7.4.12. Analogicky lze znázornit i obecnou volbu fázové
konstanty.



















Obrázek 7.4.12: Referenčńı časový okamžik pro fázovou konstantu 90◦ při frekvenci 1200
Hz
Pro posouzeńı pr̊uběhu magnetické indukce v závislosti na fázové konstantě je d̊uležitá
znalost bud́ıćıho proudu pro jednotlivé měřené polohy sondy. Tento pr̊uběh je pro měř́ıćı
dráhu při frekvenci 45 Hz na obr. 7.4.13. Parametrem je fázová konstanta. Z obr. 7.4.13
je zřejmé, že č́ım je hodnota bud́ıćıho proudu nižš́ı, t́ım je v́ıce zašuměn. Nulové fázové
konstantě neodpov́ıdá přesně nulový bud́ıćı proud, přesněji bud́ıćı proud o nulové středńı
hodnotě, ale malý proud opačného směru. To je zp̊usobeno ńızkou frekvenci vzorkováńı, jak
jsme se o tom zmı́nili na konci části 7.4.1.
Pr̊uběh vodorovné složky magnetické indukce Bx na měřené dráze pro r̊uzné fázové
konstanty jako parametr při frekvenci 45 Hz je na obr. 7.4.14. Hodnota složky magnetické
indukce je ńızká pro nulovou fázovou konstantu a velká pro fázové konstanty nad 45◦.
Srovnáńım s obr. 7.4.13 lze ř́ıci, že magnetická indukce je úměrná bud́ıćımu proudu. To
neplat́ı přesně pro nulovou fázovou konstantu, zde by možná měla být magnetická indukce
nižš́ı.
Pr̊uběh svislé složky magnetické indukce By na měřené dráze pro tytéž hodnoty fázové
konstanty a při téže frekvenci je na obr. 7.4.15. Opět překvapuje poměrně vysoká hodnota
této složky pro opravdu ńızký bud́ıćı proud.
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Obrázek 7.4.13: Fázové proudy pro r̊uzné časové konstanty při frekvenci 45 Hz





















Obrázek 7.4.14: Vodorovná složka magnetické indukce pro r̊uzné fázové konstanty při
frekvenci 45 Hz
Pr̊uběh axiálńı (podélné) složky magnetické indukce Bz za stejných podmı́nek (tytéž
hodnoty fázové konstanty a tatáž frekvence) je na obr. 7.4.16. Tento pr̊uběh je zdánlivě v
rozporu s očekávanými výsledky. V prvńı řadě by tato složka neměla existovat. Za druhé
jej́ı závislost na bud́ıćım proudu (obr. 7.4.13) je opačná. Při nejvyšš́ım bud́ıćım proudu je
buzené magnetické pole nejslabš́ı a při nejnižš́ım buzeńı naopak nejsilněǰśı.
Tento zdánlivý paradox lze vysvětlit t́ım, že magnetické pole s touto složkou je prakticky
buzeno v́ı̌rivými proudy. Při fázové konstantě 90◦ v́ı̌rivé proudy jsou prakticky nulové, axiálńı
složka je buzena jen vnucenými proudy, a proto je nejnižš́ı. Při fázové konstantě 0◦ jsou v́ı̌rivé
proudy nejsilněǰśı a magnetická indukce je prakticky buzena jen jimi, proto je nejvyšš́ı.
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Obrázek 7.4.15: Svislá složka magnetické indukce pro r̊uzné fázové konstanty při frekvenci
45 Hz





















Obrázek 7.4.16: Podélná (axiálńı) složka magnetické indukce pro r̊uzné fázové konstanty
při frekvenci 45 Hz
Všechny tyto jevy jsou daleko výrazněǰśı při nejvyšš́ı bud́ıćı frekvenci 1200 Hz. Bud́ıćı
proud při této frekvečni pro vhodně zvolené hodnoty fázové konstanty jako parametr je na
obr. 7.4.17. Pro vysoké hodnoty fázové konstanty se hodnoty bud́ıćıho proudu lǐśı poměrně
málo.
Pr̊uběh vodorovné složky magnetické indukce Bx pro tento př́ıpad (bud́ıćı frekvence
1200 Hz) je na obr. 7.4.18. Obecně lze ř́ıci, že hodnoty této složky magnetické indukce
jsou nepř́ımo úměrné bud́ıćımu proudu. Při nejvyšš́ım bud́ıćım proudu je magnetická in-
dukce nejnižš́ı a při nejnižš́ım buzeńı je paradoxně nejvyšš́ı. Pokud bereme za fakt, že se na
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Obrázek 7.4.17: Fázové proudy pro r̊uzné časové konstanty při frekvenci 1200 Hz
výsledném magnetickém poli pod́ıĺı též magnetické pole vyvolané v́ı̌rivými proudy, tak je
vše v pořádku. Při fázové konstantě 90◦ jsou v́ı̌rivé proudy teoreticky nulové a magnetické
pole je buzeno jen proudy vtǐstěnými. Jeho indukce je nejnižš́ı. S poklesem fázové konstanty
se stále v́ıce na výsledném magnetickém poli pod́ıĺı v́ı̌rivé proudy a jeho indukce stoupá. Při
nulové fázové konstantě je pak maximálńı.






















Obrázek 7.4.18: Vodorovná složka magnetické indukce pro r̊uzné fázové konstanty při
frekvenci 1200 Hz
Pr̊uběh svislé složky magnetické indukce By na měřené dráze pro tytéž hodnoty fázové
konstanty a při téže frekvenci 1200 Hz je na obr. 7.4.19. Zde je vliv v́ı̌rivých proud̊u ještě
zaj́ımavěǰśı. Porovnejme tento obrázek s obrázkem 7.4.15, který se lǐśı jen ńızkou frekvenćı
45 Hz. Při fázové konstantě 90◦ jsou oba pr̊uběhy velmi podobné, vliv v́ı̌rivých proud̊u je
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malý i při nejvyšš́ı frekvenci. Jakmile se ale fázová konstanta poměrně málo sńıž́ı, podle
obr. 7.4.19 na 80◦, pr̊uběh svislé složky magnetické indukce se v́ı̌rivými proudy výrazně
deformuje. Tato deformace se zvyšuje s daľśım poklesem fázové konstanty, takže p̊uvodńı
pr̊uběh se hledá stále obt́ıžněji. Na druhé straně i při nulové hodnotě fázové konstanty lze
nalézt př́ıspěvek od bud́ıćıho proudu (dosti strmé úseky). Pr̊uběh svislé složky magnetické
indukce se v tomto speciálńım př́ıpadě, co do tvaru, plně neshoduje s pr̊uběhem vodorovné
složky na obr. 7.4.18, i když se mu dosti podobá.






















Obrázek 7.4.19: Svislá složka magnetické indukce pro r̊uzné fázové konstanty při frekvenci
1200 Hz.
Pr̊uběh axiálńı (podélné) složky magnetické indukce Bz pro tytéž hodnoty fázové kon-
stanty a při vysoké frekvenci 1200 Hz je na obr. 7.4.20. Tvarem se křivky pro ńızkou,
zejména nulovou, fázovou konstantu nelǐśı od křivek pro ńızkou frekvenci 45 Hz na obr.
7.4.16. Hodnoty magnetické indukce jsou ale vyšš́ı, i když je bud́ıćı proud o řád nižš́ı. To
lze opět vysvětlit t́ım, že se jedná o magnetické pole buzené v podstatě pouze v́ı̌rivými
proudy. S rostoućı frekvenćı jsou časové změny bud́ıćıho proudu stále vyšš́ı a indukované
proudy stále silněǰśı. To se projev́ı i na indukci magnetického pole, které bud́ı. Výrazný vliv
v́ı̌rivých proud̊u potvrzuje i skutečnost, že i v tomto př́ıpadě hodnoty magnetické indukce
pro fázovou konstantu 90◦ jsou malé.
Všechny pr̊uběhy magnetické indukce pro frekvenci 1200 Hz (obr. 7.4.18, 7.4.19, 7.4.20)
obsahuj́ı výrazné poruchy, které spolu navzájem koreluj́ı. Ani bud́ıćı proud na obr. 7.4.17 neńı
konstantńı, často se objevuje ostrý pokles hodnoty až o 10 procent. Je otázkou, zda spolu
koreluj́ı i poruchy magnetické indukce a náhlé poklesy proudu. Porovnáńı je na obr. 7.4.21.
Ve středńı části jsou změny na obou pr̊uběźıch bĺızko sebe. Ale v tomto př́ıpadě někdy
nesouhlaśı znaménko. Korelaci mezi změnami bud́ıćıho proudu a poruchami magnetické
indukce se nepodařilo prokázat.
7.4.4 Porovnáńı s experimentem
Jelikož teoreticky umı́me započ́ıst jen vliv skinefektu, můžeme porovnávat vypočtené pr̊ubě-
hy magnetické indukce s naměřenými jen pro fázovou konstantu 90◦. Porovnáńı pro podélnou
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Obrázek 7.4.20: Podélná (axiálńı) složka magnetické indukce pro r̊uzné fázové konstanty
při frekvenci 1200 Hz













Magnetic flux density  ... f = 1200Hz











Current  ... f = 1200Hz
Obrázek 7.4.21: Možná korelace mezi bud́ıćım proudem a axiálńı složkou magnetické
indukce při frekvenci 1200 Hz
složku Bx pro ńızkou frekvenci 45 Hz je na obr. 7.4.22 a pro svislou složku By při téže
frekvenci 45 Hz na obr. 7.4.23.
Na těchto obrázćıch 7.4.22 a 7.4.23 je naznačena poloha vodič̊u krátkými nebo dlouhými
svislými čarami. Jsou zde dva grafické pr̊uběhy. Jednak je to vypočtená teoretická hodnota
magnetické indukce pro rovnoměrné rozložeńı proudu ve vodiči (stejnosměrný proud), jednak
pro pr̊uchod stř́ıdavého proudu při frekvenci 45 Hz. Skinefekt se prakticky neuplatńı, obě
křivky jsou téměř totožné. Experimentálńı výsledky jsou ve formě bod̊u.
Pro vodorovnou složku Bx na obr. 7.4.22 je souhlas dobrý s výjimkou krátké oblasti nad
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Magnetic induction above conductors, horizontal component, I
2






Obrázek 7.4.22: Porovnáńı teorie a experimentu pro vodorovnou složku magnetické in-
dukce nad vodičem při frekvenci 45 Hz















Magnetic induction above conductors, vertical component, I
3






Obrázek 7.4.23: Porovnáńı teorie a experimentu pro svislou složku magnetické indukce
nad vodičem při frekvenci 45 Hz
vodiči. Zde je naměřená hodnota nižš́ı. To lze částečně vysvětlit pr̊uměruj́ıćım účinkem čidla
v Hallově sondě, které má sice malé, ale konečné rozměry. Magnetická indukce se v těchto
mı́stech měńı poměrně rychle. Kromě toho nemuśı být přesně provedena korekce na polohu
čidla v pouzdře sondy.
Pokud jde o svislou složku By na obr. 7.4.23, je souhlas dobrý v celé měřené oblasti. Pro
ńızké frekvence tedy dostáváme dobrý souhlas mezi teoríı a experimentem. Zde se ovšem
neprojevuje skinefekt a v́ı̌rivé proudy jsou slabé.
Porovnáńı pro obě složky při nejvyšš́ı frekvenci 1200 Hz je na obr. 7.4.24 pro vodorovnou
složku Bx a na obr. 7.4.25 pro svislou složku By. Na teoretických křivkách se skinefekt nyńı
projevuje, magnetická indukce je v absolutńı hodnotě vyšš́ı, poněvadž proud teče v bĺızkosti
povrchu vodiče.
Pokud jde souhlas pro vodorovnou složku Bx na obr. 7.4.24, teoretické křivky se lǐśı jen
v oblastech nad vodiči a zde neńı souhlas s experimentem ani při ńızkých frekvenćıch, viz
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Magnetic induction above conductors, horizontal component, I
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Obrázek 7.4.24: Porovnáńı teorie a experimentu pro vodorovnou složku magnetické in-
dukce nad vodičem při frekvenci 1200 Hz
obr. 7.4.22. Proto nemůžeme učinit žádný závěr.

















Magnetic induction above conductors, vertical component, I
3






Obrázek 7.4.25: Porovnáńı teorie a experimentu pro svislou složku magnetické indukce
nad vodičem při frekvenci 1200 Hz
Pro svislou složku By na obr. 7.4.25 se obě teoretické křivky lǐśı v celé oblasti, nikoliv
však nijak výrazně. Experimentálńı body nejsou, na rozd́ıl od teoretických křivek, rozloženy
antisymetricky a nav́ıc zat́ıženy značnými šumem. Odchylka od antisymetrického rozložeńı
však může být zp̊usobena slabými v́ı̌rivými proudy. V levé části jsou bĺıže křivce pro skine-
fekt, v pravé pro rovnoměrně rozložený proud. V d̊usledku malé přesnosti experimentu se
skinefekt nedá jednoznačně experimentálně prokázat. Chyba ale může být i v teorii, která
neuvažuje, přesněji nedokáže zahrnout, vliv v́ı̌rivých proud̊u.
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7.5 Trojfázové magnetické pole
Ověřovaćı experimenty jsme provedli měřeńım magnetického pole při napájeńı všech tř́ı
př́ımých vodič̊u ze symetrické trojfázové soustavy. Měřeńı však byla provedena na kratš́ım
posuvu, takže nezahrnula oblast nad všemi třemi vodiči, ale pouze nad prostředńım, nav́ıc
nesymetricky. Dobrý souhlas mezi teoríı a experimentem byl jen pro nejnižš́ı frekvence.
Důvodem byly v́ı̌rivé proudy. Proto jsme vzápět́ı přešli na měřeńı s deľśım posuvem a s
jednou aktivńı fáźı. Tomu je věnována rozsáhlá předchoźı část 7.4.
V oblasti trojfázového magnetického pole jsme však provedli řadu výpočt̊u s ćılem
seznámit se podrobně s jeho pr̊uběhem. K tomu sloužily obrázky s vektorovým pr̊uběhem
a parametrickým zobrazeńım složek na zvolených řezech. Př́ıklad je na obr. 7.5.1. V dolńı
části jsou vektory magnetické indukce. Dále jsou v této oblasti naznačeny řezy. Pro tyto
řezy se pak v horńı části zobraźı pr̊uběhy zvolené složky, tedy parametrické grafy. Na tomto
obrázku to je vodorovná složka Bx magnetické indukce.



















Vzdálenost  30 mm
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Obrázek 7.5.1: Vodorovná složka magnetického pole v oblasti tř́ı vodič̊u při buzeńı z
trojfázové śıtě
Řezy na obr. 7.5.1 procházej́ı i vodiči. Pokud se má uvnitř nebo na povrchu vodiče
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vypoč́ıst spolehlivě složka magnetické indukce je nutno se vyhnout singularitám. V prvńım
přibĺıžeńı to znamená vźıt při numerické integraci daleko v́ıce element̊u, než pro obdobný
př́ıpad vně vodiče, kde k singularitě nedocháźı. Jelikož byl použit standardńı počet bod̊u
odzkoušený pro výpočet vně vodiče, docháźı k chybám. Ty jsou na parametrických křivkách
viditelné.
Pr̊uběh svislé složky By magnetické indukce v těchže řezech je na obr. je na obr. 7.5.2.
V tomto př́ıpadě je numerická integrace vyhovuj́ıćı, k chybám nedocháźı ani pro výpočet
uvnitř vodič̊u nebo na jejich povrchu. Magnetická indukce se uvnitř vodiče měńı lineárně a
mezi vodiči je v prvńım hrubém přibĺıžeńı konstantńı.







































Obrázek 7.5.2: Svislá složka magnetické indukce v oblasti tř́ı vodič̊u napájených trojfázově
Této možnosti jsme využili k simulaci časového pr̊uběhu vektoru magnetické indukce a
jeho jednotlivých složek. Sńımky pro nulový čas jsou na obr. 7.5.3 pro vodorovnou složku
a na obr. 7.5.4 pro svislou složku. Postupně jsou sńımky připraveny pro nár̊ust fáze po 1◦.
Grafy na sńımćıch 7.5.3 a 7.5.4 jsou pro vodorovnou osu, která procháźı vodiči a t́ım pádem
jsou na grafickém pr̊uběhu vodorovné složky (obr. 7.5.3) známé chyby. Svislá složka na obr.
7.5.4 je bez problémů.
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Position with respect to centre: 0 m











Obrázek 7.5.3: Simulace časových změn magnetického pole — vodorovná složka















Position with respect to centre: 0 m











Obrázek 7.5.4: Simulace časových změn magnetického pole — svislá složka
Pozděǰśı simulace byla provedena pro vodorovnou úsečku těsně nad vodiči, po které se
také pohybuje 3D Hallova sonda. Pak je simulace bez problémů. Lze ji nalézt, mezi daľśımi
simulacemi, na doprovodném CD.
Simulace ukázala, že každý vektor magnetické indukce opisuje elipsu. V prostoru mezi
tř́ıfázovými vodiči je tedy točivé magnetické pole. Toto točivé magnetické pole jsme expe-
rimentálně prokázali. Napět́ı z výstupu 3D Hallovy sondy odpov́ıdaj́ıćı složkám Bx a By
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magnetické indukce jsme přivedli na vstupy osciloskopu a vypnuli časovou základnu. Použili
jsme ńızkou frekvenci 45 Hz, což umožnilo vybudit relativně silné magnetické pole. Na dis-
pleji osciloskopu se objevila zašuměná elipsa, viz obr.7.5.5 . Při pohybu sondy se měnila jej́ı
velikost i orientace. I toto video je na doprovodném CD.
Obrázek 7.5.5: Experimentálńı ověřeńı točivého magnetického pole.
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Kapitola 8
Diskuse
Některé výsledky, postupy, či odvozeńı již byly částečně diskutovány v př́ıslušných kapi-
tolách, proto se zde soustřed́ıme předevš́ım na posouzeńı kĺıčových část́ı disertace. Bude se
týkat použitých předpoklad̊u, postup̊u, řešeńı, źıskaných výsledk̊u apod.
V teoretické části jsme nejprve vysvětlili použitou terminologii. Vysvětlili jsme proč
povrchové jevy v elektromagnetismu pracovně děĺıme na v́ı̌rivé proudy a skinefekt. Tato
terminologie asi neńı nejvhodněǰśı, ale nepodařilo se nám naj́ıt vhodněǰśı a alespoň trochu
vžité termı́ny.
Teoretická kapitola se na začátku poměrně podrobně zabývá analytickým řešeńım povr-
chových jev̊u pro nejjednodušš́ı př́ıpady, poloprostor a vrstvu. Tato řešeńı jsou v rozsáhleǰśıch
monografíıch, ale obvykle nejsou kompletńı, nejsṕı̌se z d̊uvodu úspory mı́sta. Omezuj́ı se
zpravidla jen na pr̊uběh proudové hustoty. Zde jsme, jak v př́ıpadě skinefektu, tak v́ı̌rivých
proud̊u, podali řešeńı pro všechny složky elekromagnetického pole. Již v př́ıpadě vrstvy, což
může být v technické praxi prvńı model vodivého pásu, jsme ukázali základńı rysy skine-
fektu. Zejména je to osciluj́ıćı pokles proudové hustoty směrem do prostřed́ı, který vede k
tomu, že ve vnitřńı části vrstvy může malý proud téci proti vtǐstěnému elektrickému poli. V
běžné technické literatuře je skinefekt popsán pro praxi vyhovuj́ıćım zp̊usobem, nicméně z
hlediska fyzikálńıho i elektrotechnického jsou opomı́jeny jeho zaj́ımavé a neočekávané vlast-
nosti.
V části pojednávaj́ıćı o v́ı̌rivých proudech v poloprostoru jsme zjistili, že při r̊uzných
odvozeńıch docháźıme k r̊uzným znaménk̊um v́ı̌rivých proud̊u, tedy k opačné fázi. Zde je
nutno zvážit, co je podnětem a co je odezvou. Při aplikaci Faradayova zákona elektromagne-
tické indukce, časově proměnné magnetické pole bud́ı indukované v́ı̌rivé proudy. Naopak při
aplikaci Ampérova zákona v́ı̌rivé proudy bud́ı magnetické pole. Maj́ı tedy funkci vtǐstěných
proud̊u. V reálné situaci docháźı k oběma jev̊um současně, aby magnetické pole neustále
existovalo, muśı být odněkud buzeno a to vtǐstěnými v́ı̌rivými proudy, které muśı být v
opačné fázi k indukovaným. Analogický př́ıpad je u ideálńı ćıvky. Vtǐstěné napět́ı muśı mı́t
v každém okamžiku opačné znaménko k indukovanému, aby je vyrušilo a t́ım zajistilo proud
v ćıvce.
V teoretické části se zabýváme odvozeńım přibližného analytického vztahu pro skinefekt
v nekonečné tyči obdélńıkového profilu. Proud teče ve směru jej́ı osy Z. Při tomto odvozeńı
jsou diskutabilńı okrajové podmı́nky. Pro jednoduchost jsme předpokládali, že proudová
hustota je konstantńı na povrchu tyče. Jinak bychom asi nedospěli k jednoduchému ana-
lytickému řešeńı. Toto řešeńı se skládá ze tř́ı člen̊u: jeden nelineárńı člen obsahuje součin
hyperbolických funkćı proměnné x a y. Daľśı dva členy obsahuj́ı jen samostatnou hyperbo-
lickou funkci proměnné x a analogicky umı́stěnou hyperbolickou funkci proměnné y.
Předpoklad konstantńıho povrchového proudu je splněn na nekonečné tyči kruhového
pr̊uřezu a to z d̊uvodu válcové symetrie. Plat́ı samozřejmě i pro př́ıpad stejnosměrného
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proudu. Tedy tento předpoklad určitě přibližně plat́ı pro ńızké frekvence. Otázkou však
z̊ustává, kde je přijatelná hranice.
Řešeni pro harmonický bud́ıćı proud obsahuje komplexńı útlumovou konstantu a tedy
je též komplexńı. Zprvu nás překvapila existence součinu dvou komplexńıch funkćı. V teorii
obvod̊u se zd̊urazňuje, že komplexńı symbolická metoda plat́ı jen pro lineárńı členy. Jako
př́ıklad se uvád́ı komplexńı výkon, který nelze definovat jako součin fázoru proudu a fázoru
napět́ı. Muśı se použ́ıt komplexně sdružený fázor proudu. Pak jsme si ale uvědomili, že
zde se jedná o součin komplexńıch funkćı bezrozměrného komplexńıho argumentu a nikoliv
fyzikálńıch veličin. Můžeme tedy výsledek, proudovou hustotu a daľśı veličiny, považovat za
fázor, který je funkćı souřadnice x a y. Fyzikálńı význam má pak jeho reálná nebo imaginárńı
složka, př́ıpadně můžeme pracovat s jeho amplitudou a fáźı obdobně jako v teorii obvod̊u. To
jsme již použili v předchoźıch kapitolách. Pokud však chceme poč́ıtat komplexńı výkonovou
hustotu, muśıme použ́ıt součin fázoru intenzity elektrického pole ve vodiči a komplexně
sdruženého fázoru proudové hustoty.
Pravidelnou literárńı rešerš́ı jsme nedávno objevili, že asi před rokem byl na konferenci
publikován př́ıspěvek zabývaj́ıćı se shodným problémem [9], výpočet proudové hustoty v
př́ıčném pr̊uřezu pravoúhlé tyče, pokud se proud š́ı̌ŕı ve směru jej́ı osy Z. Počátečńı postup
řešeńı př́ıslušné diferenciálńı rovnice je shodný, ale v obecném výsledku se předpokládaj́ı
dva rozd́ılné koeficienty v argumentu hyperbolických funkćı1, jiný pro směr v ose X a jiný
pro směr v ose Y . Mezi nimi je kvadratický vztah. V kapitole Teorie, část 3.7, jsou po-
drobnosti. Zde jsme také ukázali, že pro stejné koeficienty dostaneme přesně součinový
člen v našem odvozeńı. Koeficienty jsou pak útlumovými konstantami. Okrajové podmı́nky,
rozměry př́ıčného pr̊uřezu vodiče, lze v tomto př́ıpadě přibližně započ́ıst pro ńızké frekvence
tak, že se koeficienty vynásob́ı bezrozměrnou funkćı rozměr̊u vodiče.
Obě řešeńı tedy plat́ı pro ńızké frekvence. Alternativńı řešeńı vede k proměnné proudové
hustotě na povrchu vodiče, která má pro deľśı svislou stěnu docela neočekávaný pr̊uběh, jak
jsme ukázali na začátku 7.1 kapitoly Výsledky. Proudová hustota na hraně je pak nespojitá,
jiná je vodorovná a svislá limita po povrchu vodiče směrem k hraně. To může představovat
fyzikálńı problém. Autor [9] je si této skutečnosti vědom.
Pokud máme porovnat oba př́ıstupy, můžeme ř́ıci, že náš předpoklad konstantńıho povr-
chového proudu nebude platit pro vysoké frekvence. Alternativńı řešeńı má obdobné ome-
zeńı. Mezi oběma řešeńımi je tedy rozd́ıl jen v tom, do jakých frekvenćı plat́ı. To je těžké
určit experimentálně.
Několikrát jsme se zmı́nili, že jediným jednoduchým zp̊usobem, jak prokázat vliv skine-
fektu, je měřeńı magnetického pole v okoĺı vodiče. Při výpočtu jsme dali přednost integrálńı
formulaci, která má několik nesporných výhod. Předevš́ım jsou automaticky splněny okra-
jové podmı́nky, zejména v nekonečnu. Výpočet lze provést jen v přesně definovaných bodech.
Pro složitěǰśı tvar vodiče se použije numerická integrace. Naprogramováńı v MATLABu je
poměrně jednoduché a snadno se odhaĺı př́ıpadná chyba. V počátečńı fázi laděńı někdy na ni
upozorńı i interpret př́ıkaz̊u. Snadno se v MATLABu źıskaj́ı r̊uzné typy grafických výstup̊u –
parametrický graf, rozložeńı vektor̊u, indukčńı čáry. Jedinou nevýhodou je pomalý výpočet,
mj. proto, že MATLAB je interpretačńı jazyk, což je zde nevýhodou.
Výpočet se však dá urychlit paralelńım zpracováńım. Loňská verze MATLABu urychĺı
vlastńı výpočet př́ımo úměrně počtu jader procesoru. Je nutno ale vźıt v úvahu režii při
přechodu na paralelńı režim a návrat z něho, takže se vyplat́ı pro výpočty, které trvaj́ı
v́ıce než minutu na procesoru, který pracuje jako jedno jádrový. I když byla tato možnost
odzkoušena, nevyužili jsme j́ı, poněvadž numerický výpočet byl krátký d́ıky tomu, že pod-
statnou část numerické integrace nahradil analytický výpočet. To však je možné jen pro
př́ımý masivńı vodič. Pro kruhový vodič se žádný analytický výraz nenalezne a integraci je
1Nelze je považovat za útlumové konstanty, jak nás nejdř́ıve napadlo.
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nutno d̊usledně provádět numericky. T́ım čas nutný pro výpočet stoupá.
Metoda konečných prvk̊u má dvě nesporné výhody. Prvńı z nich je snadná formulace.
V systému COMSOL, ke kterému jsme měli omezený př́ıstup, lze vše zadat z grafického
rozhrańı. Daľśı výhodou je rychlý výpočet. Prvńı výhoda se však snadno může změnit v
nevýhodu, pokud provedeme při zadáváńı chybu. To lze velmi snadno, protože systém je
proveden tak, aby výpočet prováděl podle toho, co se mu zadá. Provád́ı jen velmi omezenou
kontrolu vstupńıch parametr̊u úlohy. Na chybu se dá přij́ıt jen z grafického výstupu, pokud
ovšem zhruba v́ıme, jaký má být výsledek.
Dále plat́ı, že to, co bylo výhodou v numerické integraci, je nevýhodou v metodě ko-
nečných prvk̊u. Standardńı grafický výstup metody konečných prvk̊u je barevná mapa, ale
d́ıky skutečnosti, že COMSOL je kompatibilńı s MATLABem, lze výsledky snadno převést
na jinou formu, mj. parametrický graf.
Zásadńı komplikace je ale s okrajovými podmı́nkami v nekonečnu. Obvykle se voĺı nulové
okrajové podmı́nky v dostatečné vzdálenosti od sledovaného objektu. Poněvadž v bĺızkosti
objektu elektromagnetické veličiny klesaj́ı zhruba nepř́ımo úměrně vzdálenosti, hranice pro
výpočet by měla být ve vzdálenosti asi desetkrát větš́ı než je typický rozměr objektu. Pak
jsou s vysokou přesnost́ı okrajové podmı́nky pro nekonečno splněny. Systém však poč́ıtá
veličiny v celé takto vymezené oblasti, i když nás zaj́ımaj́ı jen jejich hodnoty v bĺızkosti
objektu. Ve větš́ı části oblasti je tedy výpočet zbytečný. Nav́ıc v okoĺı objektu je mř́ıž
poměrně hrubá, takže informace, které nás zaj́ımaj́ı, mohou být nedostatečné. Zjemňováńı
śıtě vede k prodlužováńı výpočtu.
Metoda konečných prvk̊u tedy nemá takové přednosti, jak se nekriticky uvád́ı. Při
chybném využit́ı může vést k chybným výsledk̊um, které se často ověřuj́ı obt́ıžně. Proto
jsme dávali přednost jiné metodě, pokud to bylo možné. Numerická integrace však skončila
u výpočtu magnetického pole ovlivněného skinefektem v tyči s pravoúhlým pr̊uřezem. Vliv
v́ı̌rivých proud̊u mohl být do této úlohy zaveden jen velmi přibližně a nepřesně. Pak nezbývá
nic jiného, než přej́ıt k metodě konečných prvk̊u a aplikovat ji do prostorově časové oblasti.
V části Simulace uvád́ıme některé předběžné výsledky. Jedńım z omezeńı bylo to, že jsme
tento systém mohli v omezeném rozsahu použ́ıvat na jiném pracovǐsti. Aplikace systému
COMSOL Multiphysics ukázala nesporné výhody a proto jsme j́ı věnovali krátkou kapitolu,
kde jsme též porovnali jej́ı výstupy s výstupy źıskanými klasickou cestou, ale zejména je
posoudili z fyzikálńıho hlediska. V našich aplikaćıch zbývá odladit ještě drobné problémy,
proto byly výsledky prezentovány jako předběžné. Pokud bude systém využ́ıván obezřetně,
bude možné jeho výstupu použ́ıvat v širokém rozsahu aplikaćı.
Problém s okrajovými podmı́nkami v nekonečnu lze obej́ıt kombinaćı numerické integrace
a metody konečných prvk̊u. Pak lze použ́ıt nenulové okrajové podmı́nky zjǐstěné numerickou
integraćı v bližš́ı vzdálenosti od objektu. Také by se měly porovnat alespoň d́ılč́ı výsledky
źıskané oběma metodami.
Náš př́ıstup usilovat o analytické řešeńı nebo použ́ıvat numerické integrace má výhody v
jednoduchosti a spolehlivosti. Výsledek z analytického výrazu je jednoznačně správný, pokud
respektujeme podmı́nky, za nichž plat́ı. Má tedy nejen pro technickou praxi velkou cenu.
U numerické integrace je k dispozici dobře odladěný skript v MATLABu specializovaný na
určitý výpočet. Do něho se zadá několik přesně definovaných vstupńıch hodnot a výsledek
se dostav́ı během krátkého času. I tento výsledek je spolehlivý. Metoda konečných prvk̊u je
univerzálńı a proto jej́ı řešeńı nemuśı být to, co hledáme.
V experimentálńı části byla na začátku řešeńı k dispozici část aparatury obsahuj́ıćı tři
výkonové jednofázové transformátory s připojenými masivńımi vodiči. Bud́ıćı zdroj, měř́ıćı
př́ıstroje, Hallovu sondu atd. bylo nutno doplnit. Rovněž tak bylo nutno připravit software
pro ř́ızeńı a sběr dat. Připravená část aparatury byla současně výhodou i nevýhodou.
Velkou nevýhodou aparatury byl silný pokles výstupńıho proudu s rostoućı frekvenćı.
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Při nejvyšš́ı možné frekvenci, kde se začal výrazně projevovat skinefekt, bylo proudové bu-
zeńı vodič̊u slabé a slabé magnetické pole bylo zat́ıženo velkou chybou, která znemožnila
přesné porovnáńı teorie a experimentu. Domńıváme se, že chyba byla ve výkonových trans-
formátorech, které byly asi navrženy jen pro frekvenci výkonové śıtě 50 Hz. S rostoućı frek-
venćı přenos proudu silně klesal. Přitom by nemělo být problémem navrhnout transformátor
se zhruba konstantńım přenosem v pásmu do 1 kHz. Připomeňme výstupńı transformátor u
starých elektronkových radiopřij́ımač̊u. Ten transformoval vstupńı proud řádu deśıtek mA
z výkonové elektronky na výstupńı proud v řádu ampér do ćıvky reproduktoru ve frek-
venčńım pásmu od 20 Hz do 20 kHz. Na druhé straně návrh a zejména realizace těchto
transformátor̊u jsou finančně i časově náročné.
Alternativńı řešeńı by bylo přej́ıt na nižš́ı frekvence, např. 600 Hz a použ́ıt vodič o větš́ıch
rozměrech. Při zvolené polovičńı frekvenci by však rozměry vodiče musely být čtyřikrát větš́ı,
což by asi nebylo realizačně snadné.
V oblasti výpočt̊u jsme se nesetkali s vážnými problémy. Kĺıčovou část́ı se stal algoritmus
pro synchronizaci naměřených časových pr̊uběh̊u a vyhledáńı užitečného signálu v silném
šumu pomoćı spektrálńı analýzy. Všechny výpočty byly provedeny v systému MATLAB.
Byla připravena řada poměrně univerzálńıch i specializovaných skript̊u pro řešeńı d́ılč́ıch
úloh. Kde to bylo možné, snažili jsme se úlohu řešit dvěma nezávislými zp̊usoby a t́ım ověřit
správnost algoritmu. Skripty byly poměrně jednoduché a lze je považovat za dobře odladěné
a vhodné pro rutinńı aplikace. Možná, že jsme v nich nevyužili všech možnost́ı grafické
prezentace výsledk̊u.
V experimentech jsme se soustředili na experimentálńı ověřeńı teoretických vztah̊u pro
skinefekt. Ověřeńı jsme realizovali ve dvou směrech: měřeńı elektrického napět́ı na povrchu
vodiče, ale zejména měřeńı magnetického pole v jeho okoĺı. Brzy se ukázalo, že trojfázové
buzeńı neńı vhodné, poněvadž se uplatňovaly výrazně v́ı̌rivé proudy V našich možnostech
nebyla možná výrazná rekonstrukce aparatury, proto jsme středńı vodič budili jednofázově.
V tomto zapojeńı jsme provedli řadu experiment̊u.
Při měřeńı úbytku napět́ı na povrchu vodiče jsme vypracovali metodu, jak eliminovat
indukované napět́ı. Výsledky zprvu ukazovaly, že elektrické pole je na povrchu vodiče kon-
stantńı v souladu s našimi předpoklady. Bližš́ı rozbor však ukázal, že jsme volili př́ılǐs velkou
vzdálenost mezi sondami, 1 m. Elektrické pole na tak dlouhém úseku nemůže být homogenńı.
Ve skutečnosti jsme měřili odpor vodiče. Ten s rostoućı frekvenćı stoupal, což lze považovat
za potvrzeńı skinefektu. Také jsme experimentálně ukázali, že mezi bud́ıćım proudem a
měřeným napět́ım na povrchu vodiče je fázový posuv, což se v literatuře běžně neuvád́ı.
Tento fázový posuv s rostoućı frekvenćı stoupal. Kvantitativńı teoretické a experimentálńı
výsledky však nesouhlasily. Př́ıčinu jsme zat́ım nezjistili.
V principu je možné měřeńı elektrického pole na povrchu vodiče. Vzdálenost mezi son-
dami však muśı by malá, maximálně 10 mm. Pak je ale úbytek napět́ı malý a v našich
podmı́nkách asi neměřitelný. Hlavńım problémem je odstraněńı šumu a rušeńı.
Zbylo tedy jen vyhodnoceńı experiment̊u měř́ıćıch vněǰśı magnetické pole. Důležité bylo
zjǐstěńı, že vodič se přibližně chová jako nekonečně dlouhý, lze tedy aplikovat teoretické
vztahy. Vyhodnoceńım jsme z naměřených dat také zjistili, že v́ı̌rivé proudy se výrazně
uplatńı i v zapojeńı s jednou aktivńı fáźı. Na mnoha experimentálńıch grafech jsme ukázali,
jak se v́ı̌rivé proudy projev́ı ve vněǰśım magnetickém poli a jak změńı pr̊uběhy magnetické
indukce vyvolané vnucenými proudy. Jejich existenćı lze mj. vysvětlit významnou axiálńı
složku magnetické indukce.
Ukázali jsme také, že naše metoda výběru vzork̊u v okamžiku maxima bud́ıćıho proudu
v́ı̌rivé proudy úspěšně eliminuje a je možné zkoumat skinefekt. Bohužel, při nejvyšš́ı frekvenci
byl bud́ıćı proud tak malý, že se experimentálně nepodařilo jednoznačně vliv skinefektu na
vněǰśı magnetické pole prokázat.
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V práci jsme se v́ıce soustředili na vyšetřováńı skinefektu, protože jsme chtěli ověřit
odvozený analytický vztah. Také lze v tomto př́ıpadě použ́ıt spolehlivou metodu numerické
integrace pro výpočet magnetického pole.Experiment však jednoznačně prokázal, že kĺıčovou
roli hraj́ı v́ı̌rivé proudy a to i při relativně ńızkých frekvenćıch. Na rozd́ıl od skinefektu
nemáme analytický vztah pro výčet rozložeńı proud̊u ve vodiči s pravoúhlým pr̊uřezem při
p̊usobeńı v́ı̌rivých proud̊u. Jediný analytický vztah je pro vrstvu. Aplikaćı tohoto přibližného
vztahu na vodič bychom dostali přibližné řešeńı pro vněǰśı magnetické pole. Z porovnáńı s
experimentem bychom pak mohli řešeńı metodou pokus̊u a omyl̊u zpřesňovat. Stacionárńı
řešeńı by tedy bylo velmi těžkopádné, časově náročné a pomalé.
Zavedeńı v́ı̌rivých proud̊u představuje tedy dynamickou úlohu. Jediným efektivńım př́ı-
stupem v tomto př́ıpadě je použit́ı metody konečných prvk̊u (MKP). Muśı se však k ńı
přistupovat obezřetně, aby nedocházelo k omyl̊um. Zejména se muśı na začátku provést
d̊ukladný rozbor úlohy a správně formulovat geometrii, parametry a okrajové podmı́nky.
Nejprve se muśı odzkoušet na př́ıpadech, kde máme řešeńı pomoćı numerické integrace.
Při aplikaci MKP na započteńı vlivu v́ı̌rivých proud̊u je nutno nezávislými př́ıstupy zkou-
mat správnost výsledku. Jedńım z nich je analytické řešeńı na velmi zjednodušeném mo-
delu. Také lze kombinovat MKP a numerickou integraci. Pomoćı MKP se vypočte rozložeńı
proud̊u a numerickou integraćı se zjist́ı vněǰśı magnetické pole. Data źıskaná pomoćı MKP
se muśı převést do přehledného tvaru, aby je bylo možné porovnat s experimentem. Jako op-
timálńı se pro tento účel jev́ı systém COMSOL Multiphysics, který umožňuje velmi těsnou
spolupráci s MATLABem.
V této práci jsme představili některé aplikace pomoćı systému COMSOL Multighysics.
Jednalo se však předevš́ım o prozkoumáńı možnost́ı tohoto systému a odzkoušeńı prostupu
pro naši úlohu. Zde uvedené výsledky jsou jen orientačńı. Podrobně jsme je nezkoumali,
ani nijak nezpracovali a ani je nepoužili v jiných částech práce, i když by možná vedly k
názorněǰśı představě o zkoumaných jevech.
Na druhé straně naše námaha, zejména v oblasti numerické integrace, nebyla vynaložena
zbytečně. Teorie i experiment potvrzuj́ı, že na aparatuře se v́ı̌rivé proudy a skinefekt začaly
výrazně projevovat až při frekvenci nad 400 Hz. To znamená, že pro śıt’ovou frekvenci 50 Hz
lze použ́ıvat integrálńı př́ıstup k výpočtu magnetického pole s rovnoměrně rozloženou prou-
dovou hustotou. Vliv v́ı̌rivých proud̊u za těchto frekvenćı je jen malou opravou k výsledk̊um
či k vysvětleńı, proč se mı́rně lǐśı teorie a experiment.
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Kapitola 9
Závěr
V závěru nejprve shrneme, co se při řešeńı zadaného problému podařilo vykonat. Pak po-
rovnáme dosažené výsledky s vytčenými ćıli. Nakonec naznač́ıme, kudy by se daľśı řešeńı
mohlo či mělo ub́ırat.
Tato převážně experimentálńı práce se zabývá studiem kvazistacionárńıho elektromag-
netického pole v experimentálńım modelu rozvodny. V teoretické části se soustředila na
rozbor p̊usobeńı skinefektu a v́ı̌rivých proud̊u. Pro použité vodiče byl nalezen přibližný
analytický výraz pro skinefekt. Ten se poněkud lǐsil od vztahu nedávno publikovaného pro
tentýž typ vodiče. Pro v́ı̌rivé proudy asi podobný jednoduchý vztah neexistuje, poněvadž
jde již o př́ılǐs složitý systém. Poněvadž jediné snadné ověřeńı předpokládaného rozložeńı
proudu ve vodiči je vněǰśı magnetické pole, byly připraveny metody pro jeho rychlý výpočet
numerickou integraćı.
Experiment se soustředil převážně na měřeńı vněǰśıho magnetického pole. Hlavńım ne-
dostatkem aparatury bylo poměrně slabé proudové buzeńı při frekvenćıch, kde se skinefekt
projevoval nejv́ıce. Přič́ıtáme je nevhodně navrženým transformátor̊um. Na druhé straně
se nám úpravou elektronického obvodu podařilo zvýšit citlivost a přesnost měřeńı slabých
magnetických poĺı komerčńı 3D Hallovou sondou. Práce se také zabývala měřeńım úbytku
napět́ı na povrchu vodiče s ćılem ověřit okrajové podmı́nky použité při odvozeńı analytického
výrazu pro skinefekt. Při vhodné rozteči sond však bylo toto napět́ı př́ılǐs malé na to, aby
se dalo změřit s přijatelnou chybou. Ověřili jsme však, že odpor vodiče s rostoućı frekvenćı
stoupá. Také jsme zjistili fázový posuv mezi napět́ım na povrchu a bud́ıćım proudem a to
jak experimentálně tak teoreticky. Tato skutečnost se v literatuře běžně neuvád́ı.
Studium vněǰśıho magnetického pole se soustředilo na režim s jednou aktivńı fáźı. Mag-
netické pole bylo slabé zejména při vyšš́ıch frekvenćıch, proto jsme pro odstraněńı poruch
z naměřených dat použili frekvenčńı analýzu. V naměřených pr̊uběźıch magnetické indukce
se výrazně projevoval vliv v́ı̌rivých proud̊u i v tomto zjednodušeném zapojeńı. Jejich vliv na
pr̊uběh magnetického pole je také při systematickém vyhodnocováńı experimentu v práci
podrobně popsán. Vhodným výběrem vzork̊u v časové oblasti jsme dokázali vliv v́ı̌rivých
proud̊u podstatně potlačit a tak źıskat experimentálńı data, která zahrnuj́ı jen vliv skine-
fektu. Bohužel, v d̊usledku slabých bud́ıćıch proud̊u jsou data zat́ıžena značnou chybou,
takže se vliv skinefektu nepodařilo jednoznačně prokázat ani v tomto př́ıpadě. Nešlo tud́ıž
ani posoudit, které z teoríı je experiment bĺıže. Postup je však správný, jde jen o odstrani-
telný technický nedostatek.
Praktickým výsledkem je mimo jiné to, že jsme ukázali, že pro frekvence asi do 300 Hz
je vliv v́ı̌rivých proud̊u při použité geometrii slabý. Lze tedy použ́ıt všech metod numerické
integrace pro sledováńı vněǰśıch magnetických poĺı. Rozložeńı proud̊u ve vodiči lze považovat
za rovnoměrné.
Pokud se jedná o vytčené ćıle, lze je pokládat za splněné, i když někdy byly výsledky
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trochu jiné, než se očekávalo. Pokud nedošlo k očekávanému výsledku, provedli jsme fyzikálńı
a technický rozbor úlohy a obvykle se nám podařilo uspokojivě vysvětlit př́ıčinu nesouhlasu a
navrhnout jiné řešeńı. Pouze v př́ıpadě měřeńı napět́ı na povrchu vodiče jsme nebyli úspěšńı.
Z časových d̊uvod̊u jsme se nemohli podrobně ani experimentálně, ani teoreticky, zabývat
oteplováńım vodič̊u, i když je to pro praxi d̊uležité a v literatuře se to sleduje.
Práce řeš́ı aktuálńı problematiku, jak teoreticky, tak experimentálně. To mimo jiné do-
kazuje skutečnost, že obdobný vztah k tomu, který byl v práci odvozen, byl nedávno publi-
kován. Experimentálně se zat́ım nepodařilo prokázat, který z nich odpov́ıdá lépe skutečnosti,
i když jsme se o to pokoušeli, jak měřeńım úbytku napět́ı na povrchu vodiče, tak z pr̊uběhu
vněǰśıho magnetického pole.
Daľśı pokračováńı v této zaj́ımavé a prakticky d̊uležité oblasti výzkumu by se mělo
soustředit zejména na tyto problémy
• Dosažeńı silněǰśıho buzeńı vodič̊u při vysoké frekvenci. Pravděpodobně bude nutno
navrhnout a realizovat vhodněǰśı transformátor. Pak bude mj. možné experimentálně
ověřit vztahy popisuj́ıćı skinefekt.
• Kriticky posoudit možnost měřeńı úbytku napět́ı na povrchu vodič při malé vzdálenosti
sond.
• Aplikovat systém COMSOL Multiphysics k teoretickému výpočtu vlivu v́ı̌rivých proud̊u.
To mimo jiné umožńı posoudit jejich vliv na vněǰśı magnetické pole.
• Teoretické i experimentálńı studium oteplováńı povrchu vodič̊u.
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